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PREFACIO

“Projetos e Modelagem Matemdtica no Ensino Superior” é o resultado notdvel de um
esforco conjunto de professores de Matemdtica preocupados em ensinar de uma maneira
mais dindmica e abrangente a partir do desenvolvimento de projetos multidisciplinares que
utilizam e integram contetidos das ci€ncias exatas. O objetivo principal € a formacao de
profissionais no nivel superior capazes de interagir nas diversas areas do conhecimento e
desenvolver maneiras de educar mais adequadas aos novos tempos.

Para isso, o livro apresenta exemplos praticos de como a modelagem matemaética pode
ser usada no ensino, com a elaboracao de projetos e a andlise dos dados coletados. No
processo de compreensao dos fendmenos, sdo utilizados ajustes de curvas e softwares ma-
tematicos relativamente simples, como ferramentas auxiliares na elaboragdao dos modelos
matematicos.

O curriculo rigido nas escolas sempre foi um dos grandes responsédveis pela demora na
introducdo de novas formas de aprendizagem, inclusive as que empregam novas tecnologias.
O desenvolvimento do conhecimento depende cada vez mais do uso de novas tecnologias,
portanto, para o avango das ciéncias, € imprescindivel que se tenha nas universidades
um curriculo mais flexivel. Além disso, quando existe alguma conexdo do contetdo
curricular (de qualquer drea) com um fato ou fendmeno real — ou seja, quando fica evidente
arelacdo entre a teoria e a vida concreta -, o ensino-aprendizagem torna-se mais eficiente
€ mesmo mais prazeroso, pois vem acompanhado por curiosidade, perplexidade, desejo,
vontade de saber. “Projetos e Modelagem Matemdtica no Ensino Superior” acredita que a
melhor forma de abordar algum contetido em sala de aula € partindo de problemas préticos,
preferencialmente propostos em conjunto com os alunos, levando em conta sua curiosidade,
suas inquietagdes. Dessa forma, eles se tornam corresponsaveis por seu aprendizado e
coautores dos trabalhos desenvolvidos.

O desenvolvimento da habilidade de empregar matemdtica em situagdes concretas
e em outras areas do conhecimento humano consiste em tomar um problema pratico
relativamente complexo, transformd-lo em um modelo matematico, ou seja, traduzi-lo
na linguagem matematica (de nimeros, gréficos, tabelas, equagdes etc.), e procurar uma
solug@o que possa em seguida ser reinterpretada em termos da situagdo concreta original.
Ser capaz de ensinar dessa maneira exige algum treino do professor, ja que nem sempre
um bom conhecimento de Matematica pura é condi¢ao suficiente para a resolucdo de
problemas ligados as outras dreas. O professor que quer melhorar seu ensino também
precisa se transformar, adaptar-se as novas exigéncias de nosso tempo.

Entre elas, estd o uso da tecnologia no ensino, demanda acelerada pela necessidade
de isolamento social em razido da pandemia causada pelo Corona virus, que obrigou as
escolas a utilizar as aulas virtuais (inicialmente sem muito planejamento ou treinamento
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adequado de professores e alunos) e empregar recursos tecnolégicos em seus cursos. A
necessidade provocada pela situacdo emergencial, contudo, deixou licdes permanentes,
como a de que a tecnologia é um recurso importante, que ndo pode mais ser ignorado.
Além disso, as consequéncias da pandemia, como a economia desfigurada e o desemprego
devastador, exigem de nds respostas rdpidas, empenho e criatividade para restabelecer
o equilibrio anterior ou criar novos mecanismos de sobrevivéncia e avango. O impacto
da crise causada por esta pandemia deve obrigatoriamente ser tema de estudo de vérias
areas, no mundo todo e em todos os niveis de ensino, afinal a preservagao e evolucao da
raca humana sempre dependeram do conhecimento adquirido em experiéncias passadas,
independentemente da existéncia de forcas que sempre tentaram calar os mais conscientes.
O desejo de dar valor maior a vida, as relacdes humanas e a preservacdo do meio ambiente
deve impulsionar nossas escolhas educacionais.

Nesse quadro, as ciéncias em geral e a Matemadtica em particular, como instrumento
de previsdo e controle, ttm uma grande contribuicdo a dar. Para isso, é fundamental
pensarmos em mudangas educacionais relevantes em que a modelagem matematica, tendo
como produto a Biomatematica, ocupe um lugar de destaque.

Este livro, gerado numa época de crise mundial, com propostas concretas para melhorar
o ensino de Matematica para as novas geracoes, ¢ mais que bem-vindo.

Rodney C. Bassanezi
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[Introdugao

Este livro € produto do esforco conjunto de professores universitarios da drea de Matemadtica
que se deparam cotidianamente com os desafios de ensinar essa bela ci€ncia em cursos de
nivel superior. Como qualquer observador atento poderd notar, o volume de informagdes
que temos acesso, bem como a facilidade com que podemos obté-las tem aumentado
drasticamente desde a revolucdo digital, representada pelo advento da internet e acentuada
pela popularizagdo do uso de smartphones € computadores portateis.

Essas revolugdes concretas, naturalmente, afetam todos os setores de nossa vida, em
particular, também a forma como aprendemos. Se o formato de ensino tradicional, através
de aulas expositivas, listas de exercicios e provas escritas sem consulta j4 estava desgastado
antes dessa marcante revolugdo, agora, torna-se urgente experimentar alternativas. Nao
trata-se de mera retdrica, esta observacao € fruto da experi€ncia pratica dos autores, ao se
confrontar com a realidade concreta do ensino de Matematica em nivel superior.

Em nossa atividade, nos relacionamos com um publico bastante heterogéneo, composto
por alunos de cursos de graduacdo como: Engenharias, Licenciaturas em Matematica e
Ciéncias Naturais, Economia, Administracdo, Enfermagem, Ciéncias Contdbeis, Sistema
de Informacdes, Pedagogia, entre outros. Apesar de grandes diferencas entre os alunos dos
cursos, pudemos observar algo que se repetia nos diversos cursos: a introdu¢ao de uma
questao pratica, de uma pergunta sobre a realidade objetiva, de um projeto envolvendo
dados reais, o uso de ferramentas computacionais ou a Modelagem Matematica de algum
fendmeno concreto, tendia a aumentar a chance de obter o envolvimento ativo dos alunos.

Esse envolvimento ativo, a captura do interesse e a compreensdo da Matematica dentro
de um contexto que nao contemple apenas o curso e uma lista de exercicios € algo que
acreditamos ser essencial no processo de ensino e aprendizagem. De forma resumida, o
que nossa experiéncia indica € que projetos aplicados, Modelagem Matemética e o uso de
tecnologias digitais e de informagao tém impacto positivo na tentativa de engajar os alunos
com o objeto de seu aprendizado.

O foco de nosso trabalho ndo € a discussdo conceitual e tedrica de diferentes métodos de
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ensino-aprendizagem, mas apresentar concretamente exemplos de projetos, modelos e uso
de tecnologias que possam ser utilizados no nivel superior. Dessa forma, nesta introdugao,
discutimos muito brevemente algumas concepgoes relativas a essas abordagens, enquanto
que a maior parte do livro é dedicada a apresentacdo de propostas de projetos, modelagens
matemadticas ou uso de tecnologias para uso didatico em nivel superior.

Em geral, as reflexdes existentes relacionadas ao ensino da Matematica discutem a
necessidade de deixarmos para trds, de uma vez por todas, a herancga platonica de uma
Matematica pronta e acabada, que existe de forma independente do nosso conhecimento
sobre ela. Meyer, Caldeira e Malheiros (2011) abordam que, no limite, nesse tipo de ensino
a qualidade dependeria exclusivamente do professor ser um bom transmissor € o aluno um
bom assimilador, sendo que o processo de ensino-aprendizagem seria o de fazer o aluno
visualizar o objeto matematico e aceita-lo.

Bassanezi (2014) discute a necessidade de um modelo educacional mais comprometido
com a realidade da sociedade. Um modelo em que os conhecimentos basicos possam
ser instrumentos aplicaveis aos usos cotidianos e ndo simplesmente ‘jogos’ destinados a
desenvolver habilidades intelectuais, o autor observa ainda que, nesse caso, com o passar
do tempo, a maioria dos alunos (p.15) “[...] sabera utilizar ou se lembrard de apenas uma
pequena parcela dos conhecimentos matematicos ensinados nesse estadgio de formagao
[...]".

Essencialmente, o que buscamos contextualizar a partir destes autores, estd relacionado
a necessidade da mudanca de um sistema educacional centrado no professor, para um
cendrio em que seja possivel o aluno atribuir significado aquilo que ele estd estudando
e participar ativamente na constru¢ao do seu conhecimento. Nesse sentido, no percurso
de buscar o rompimento dessa concep¢do e pratica, tem-se buscado alternativas que
contribuam nesse processo, como afirma Bassanezi:

No processo evolutivo da Educagdo Matemadtica, a inclusdo de aspectos
de aplicacdes e mais recentemente, resolucdo de problemas e modela-
gem, t€m sido defendida por vérias pessoas envolvidas com o ensino
de matemadtica. Isto significa, entre outras coisas, que a matéria deve
ser ensinada de um modo significativo matematicamente, considerando
as proprias realidades do sistema educacional. (BASSANEZI, 2014, p.
36).

Entre os argumentos que justificam esta inser¢do, o autor destaca: o desenvolvimento
de capacidade em geral e atitudes como a criatividade, preparagdo dos estudantes como
cidaddos atuantes na sociedade, reconhecimento e entendimento de exemplos representati-
vos de aplicagdes de conceitos matematicos, utilizacdo da Matemdtica como ferramenta
para resolver problemas em diferentes situagdes, uma melhor compreensdo dos argumen-
tos matematicos, entre outros. Falando-se especificamente da Modelagem Matematica,
Bassanezi cita que:

Nos ultimos tempos, diversos pesquisadores, em especial nas univer-
sidades, tém buscado caminhos para a renovagdo pedagdgica ao criar
ambientes de ensino e aprendizagem favordveis a capacitacio de pessoas
com perfil adequado aos novos tempos. O ensino-aprendizagem com
modelagem matematica € um dos frutos mais ricos e promissores dessa
busca. (BASSANEZI, 2015, p.11).
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A nivel mundial as propostas de Modelagem na Educacdo Matemdtica passaram a ter
uma presenca mais forte a partir dos anos 70, quando professores matematicos, motivados
a apresentarem aos estudantes aplicagdes da Matemadtica, passaram a inseri-las nas aulas de
Cursos do Ensino Superior (BIEMBENGUT, 2016). No Brasil, a Modelagem Matematica
na Educagdo ganhou espaco a partir de trabalhos de professores com préticas em sala de
aula no Ensino Superior e cursos para professores, no final da década de 70 e inicio da
década de 80. Ubiratan D’ Ambrésio, Rodney Bassanezi e Jodo Frederico Meyer, entre
outros, sdo alguns dos nomes que fizeram parte dessa influéncia (BIEMBENGUT, 2016;
MEYER; CALDEIRA; MALHEIROS, 2011).

Desde entao a Modelagem na Educacdo Matemadtica vem se consolidando, ganhando
forca e espacgo tanto com pesquisas quanto com praticas em sala de aula, consequentemente,
junto com o seu desenvolvimento, diferentes concepgdes foram se constituindo, tais como
‘metodologia’, ‘ambiente de aprendizagem’, ‘alternativa pedagdgica’, entre outras. Com
relacdo a essas diferentes denominagdes, chamamos a atencao do leitor que, por fugir
do nosso objetivo, ndo nos aprofundaremos nessa perspectiva, para tal recomendamos a
leitura de Biembengut (2016) e Meyer, Caldeira e Malheiros (2011), que apresentam de
forma detalhada um panorama dos diferentes olhares que os diferentes autores t€m sobre a
Modelagem na Educac¢do Matematica.

Apesar das distintas concepgdes, os autores destacam a convergéncia entre elas ao
concordarem com relacdo as contribui¢des da Modelagem Matematica no aprimoramento
do processo de ensino e aprendizagem, possibilitando partilha de experi€ncias adquiridas e
maior interacdo entre professor e aluno. E € nessa perspectiva que abordamos a Modelagem
Matemética neste livro, ndo como uma tinica concep¢do € nem com uma definicio como
certa ou errada, pois concordamos com Meyer, Caldeira e Malheiros (2011, p. 85) quando
dizem que acreditam “[...] que isso depende do contexto de cada situac@o.”, mas sim no
sentido de ‘educar matematicamente’ dos autores supracitados, de modo que ela esteja a
servico da aprendizagem Matematica.

E importante destacar que a contribuicio do uso da Modelagem Matematica na Edu-
cacgdo, com relacdo a formacao académica, estd alinhada com os objetivos previstos nos
documentos oficiais que tratam da educacao superior, a saber, Lei de Diretrizes e Bases
da Educacgao Nacional — LDB e Diretrizes Curriculares Nacionais — DCN. A Lei de Di-
retrizes e Bases (LDB), n° 9.394, de 20 de dezembro de 1996 (BRASIL, 1996) trata da
Educacio Superior em seu capitulo IV. Especificamente no artigo 43 sdo apresentados os
elementos que descrevem a sua finalidade, entre eles estdo: estimular a criacao cultural e o
desenvolvimento do espirito cientifico e do pensamento reflexivo; formar diplomados nas
diferentes areas de conhecimento, aptos para a inser¢ao em setores profissionais e para
a participacdo no desenvolvimento da sociedade brasileira, e colaborar na sua formacao
continua; incentivar o trabalho de pesquisa e investigacdo cientifica, visando o desen-
volvimento da ci€ncia e da tecnologia e da criacdo e difusdo da cultura, e, desse modo,
desenvolver o entendimento do homem e do meio em que vive; estimular o conhecimento
dos problemas do mundo presente, em particular os nacionais e regionais, prestar servicos
especializados a comunidade e estabelecer com esta uma relagcdo de reciprocidade; atuar
em favor da universalizacdo e do aprimoramento da educacao bdsica, mediante a formacao
e a capacitacdo de profissionais, a realizacao de pesquisas pedagdgicas e o desenvolvimento
de atividades de extensdo que aproximem os dois niveis escolares.

Uma abordagem muito proxima aquela caracterizada pela Modelagem Matemaética
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€ o uso de projetos no ensino da Matematica. O préprio termo “projeto” € passivel de
discussdo e reflexdo dentro da drea de Educagdo. Aqui, utilizamos o termo simplesmente
no sentido de uma atividade que pode ser utilizada no processo de ensino e aprendizagem
que envolva um ou mais dos elementos que enumeramos a seguir: uma aplicagdo, um
modelo matematico ou o uso de tecnologias para melhor assimilagdo/compreensdo de
conceitos. Nesse sentido, apresentamos também neste trabalho propostas de projetos que
podem nao envolver diretamente o uso de modelos ou aplicac¢des, sentido estrito dessas
palavras, mas que envolvem atividades e conceitos relativos a tecnologias.

A inclusdo de tecnologias, em especial as Tecnologias de Informagdo e Comunicacao
(TIC) e sua importancia para a Educacdo Matematica, tem sido um tema relevante em inu-
meras pesquisas, evidenciando contribui¢des para o ensino e aprendizagem da matemadtica
em geral, bem como em especifico no uso de Modelagem Matemadtica, conforme podemos
observar:

Pensar a educagdao matematica implica actualmente incluir uma forte di-

mensdo TIC. Em primeiro lugar porque o mundo social tem uma dimen-
sdo tecnoldgica que a educacdo matematica precisa de acomodar contri-
buindo para a compreensao dos modelos matematicos que sustentam a

interaccdo que as pessoas mantém em processos numa variedade imensa
de actividades sociais. (MATOS, 2008, p. 73, grifo nosso).

No desenvolvimento de projetos, em especial daqueles que se utilizem de Modela-
gem Matemdtica, tem sido de grande valia a utilizagdo de Tecnologias de Informacao e
Comunicagao (TIC), pois contribui em diversas frentes no enfrentamento em busca da
resolucdo/explicacdo de problemas. Araijo apresenta quatro aspectos relevantes quanto a
utilizacdo das TIC em projetos de Modelagem Matematica:

1) a possibilidade de lidar com problemas mais complexos e dados mais
realisticos;

2) a possibilidade de melhor se concentrar nos processos de Modelagem
devido ao alivio que as tecnologias proporcionam aos calculos de rotina;
3) a possibilidade de melhor compreender os problemas por meio de
variacdo de parametros, estudos numéricos, algébricos e gréficos;

4) a possibilidade de lidar com problemas que podem ser inacessiveis
do ponto de vista tedrico para uma dada idade, por meio de simulagdes
numéricas ou graficas. (ARAUJO, 2002, p. 45).

Nessa perspectiva, a abordagem das TIC neste livro, possui como principais intencio-
nalidades: colaborar com a sua inclusio no ensino da matemética, fornecendo um conjunto
de projetos que incluem o detalhamento da utilizacdo dessas tecnologias em seu desen-
volvimento e; usufruir das contribui¢cdes proporcionado pela utilizacao das TIC, como na
resolucdo de problemas considerados complexos para a forma tradicional de ensino e na
diminui¢do do tempo necessario para o desenvolvimento desses projetos, tendo em vista
as limitacOes de carga hordria das componentes curriculares da graduacdo. Considerando
ainda que muitos dos discentes atualmente matriculados no Ensino Superior estardo em
atividade na segunda metade do século XXI, e que o crescimento tecnolégico e digital
ocorre de forma exponencial, destacamos a importancia da inclusao digital do académico,
principalmente, em relacdo ao uso de softwares livres no processo de ensino-aprendizagem.
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A forma como esse material pode ser utilizado ¢ muito variada, sendo discutida
explicitamente em alguns capitulos. Cada proposta aborda um certo conteido mateméatico
e uma forma em que ele é contextualizado. Organizar os alunos para realizar apresentacoes
sobre as propostas € uma forma simples de utilizar este material. Outra maneira € orienta-
los na reproducio dos resultados apresentados nos capitulos, como por exemplo a realizacdo
de experimentos e ajustes de curvas (ver Capitulo 1: Curvas de Aprendizagem) ou a
construcdo de um fogao solar (ver Capitulo 2: Fogao Solar). Finalmente, uma alternativa é
utilizar as propostas apresentadas como base para a elaboracao de projetos originais, que
possam ir além das aplicagdes/conceitos iniciais apresentados.

Vale também mencionar que a inclusdo desse tipo de atividades em cursos regulares do
ensino superior estd de acordo com as recomendagdes dos 6rgados superiores de Educacio.
Com relacdo as caracteristicas, objetivos e duracdo dos cursos de graduacdo, a LDB prevé
que suas organizagdes devem estar de acordo com diretrizes curriculares nacionais esta-
belecidas pela Camara da Educagdo Superior (CES) do Conselho Nacional de Educagdo
(CNE). As Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) dos Cursos Superiores sdo, portanto,
os documentos de referéncia que deliberam sobre os cursos de graduagdo. Suas formu-
lacdes devem estar pautadas em orientacdes gerais estabelecidas pela CES/CNE. Entre
os principios elencados (Brasil, 1997), destacamos aqueles que referem-se ao incentivo
a uma formacao so6lida, de modo que o graduado possa superar os desafios da profissao;
o estimulo a uma prética de estudo independente, para a constru¢cao de uma autonomia
intelectual e profissional; fortalecimento da interagdo teoria e prética.

Nessa perspectiva, de ensinar Matemadtica buscando habilitar o aluno a aprender a
formular e resolver situagdes problemas, estimulando seu raciocinio, independéncia e
autonomia, € que a presente obra foi pensada e elaborada, com o intuito de poder ser
utilizada como material de apoio por professores de matematica e académicos de graduacao
com esse interesse.
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1. Curvas de Aprendizagem

Raul Abreu de Assis
Caroline Rothmund

Jhordan Gabriel Dos Santos

Apresentacdo

Contetidos explorados: Ajustes de curvas, método dos minimos quadrados, medidas de
ajuste de modelos (R-quadrado), equacdes diferenciais ordindrias lineares de primeira
ordem e uso de tecnologias.

Objetivo: Apresentar um estudo introdutdrio do conceito de curvas de aprendizagem. Atra-
vés de um exemplo pratico realizar experimentos para obten¢do de dados reais, utilizando
técnicas elementares de modelagem matematica para descrever as relagcdes encontradas.
Publico alvo: O projeto adequa-se bem em cursos de Célculo Numérico, Equacdes Dife-
renciais Ordindrias, Modelagem Matematica. Com algumas adaptagdes pode ser aplicado
em cursos de Matematica Elementar (funcdes, pré-calculo) ou cursos introdutérios de
Estatistica. Finalmente, uma versao mais simplificada do projeto poderia ser aplicada em
nivel de Ensino Médio.

Tempo previsto de execucao: Entre 10 horas-aula (exposi¢c@o de conteido e atendimento)
+ 15 horas de dedicacao extra-classe (coleta de dados, elaboragao de relatério e apresenta-

¢ao).
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Aplicacdo explorada

O ser humano € capaz de aprender. Ao interagirmos com objetos, tarefas, esportes, tecno-
logias, outros seres vivos € com o proprio ambiente, recolhemos informagdes que podem
ser registradas e interpretadas para uso futuro. Assim, € natural que nosso comportamento
se altere conforme adquirimos mais experiéncia ao lidar com o mundo.

Em particular, se nosso nivel de aprendizado e experiéncia puderem ser medidos
quantitativamente, podemos falar em curvas de aprendizagem, isto €, de uma relacao
numérica ou funcional do efeito da experiéncia sobre o aprendizado. Por exemplo, uma
pessoa que utiliza pela primeira vez um editor de texto pode levar um certo tempo para
escrever um cartaz e, conforme vai repetindo a tarefa mais vezes, o tempo pode ser
reduzido.

Um dos primeiros a sugerir o conceito de curva de aprendizagem, foi Hermann Eb-
binghaus (1913), através de estudos no campo da Psicologia, mais especificamente em
experimentos quantitativos de memorizagdo. Um exemplo interessante também pode ser
mencionado com relagdo ao famoso “Modelo T”, o automdvel revoluciondrio que langou a
companhia Ford no inicio do século XX. A companhia utilizou uma politica de curva de
aprendizagem com relacdo ao custo de producao de cada unidade, ver referéncia Abernathy
(1974), conforme ilustrado na Figura 1.1:

Exhibit |
Price of Model T, 1809-1923 (Average list price in 1958 dollars)

In thousands of dollars

10.000 2 3 4 |5 6 7 89100000 2 3 4 |5 6.7 8l9 1000000 2 3 & &lelrist
Cumulative units produced

Figura 1.1: Extraida de Abernathy (1974), tradugdo do inglés: Preco do Modelo T, 1909-1923 (Preco médio
listado em doélares de 1958). Eixo y: Em milhares de ddlares, eixo x: Numero cumulativo de unidades
produzidas.

Na era da Economia do Conhecimento, € facil imaginar a importancia do conceito de
curva de aprendizagem no desenvolvimento de produtos e servicos (DRUCKER, 2017).
O uso de aparelhos, softwares, jogos e até mesmo procedimentos burocriticos podem ser
estudados e otimizados utilizando tais conceitos. Dentre dois programas que atingem o
mesmo fim, mas no qual um seja mais ficil de aprender a manusear, levard vantagem
aquele com curva de aprendizagem mais rapida. Um exemplo clédssico de dois produtos
com curvas de aprendizagem bem distintas sdo os editores de texto Word (Microsoft) e
LaTeX, para uma comparacdo de eficiéncia desses editores, indicamos Knauff e Nejasmic
(2014).
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Além de ser relevante do ponto de vista cientifico e, possivelmente, econdmico, as
curvas de aprendizagem servem como um exemplo simples que ilustra a aplica¢io de
conceitos basicos de modelagem matemadtica, como ajuste de curvas e equagdes diferenci-
ais. Dessa forma, o projeto possibilita ao aluno uma aproximagdo entre pratica e teoria,
ajudando a prepara-lo para o desafio de contextualizar, dentro da realidade social, cientifica
e econdmica, o conhecimento adquirido nos cursos tedricos.

Justificativa do projeto

O projeto engloba diversos conhecimentos que abrangem desde contetdos bésicos de
cursos pré-calculo (plano cartesiano, fungdes e graficos) como conceitos mais avangados
de Calculo (método dos minimos quadrados, equagdes diferenciais). Além disso, o fato
de relacionar tais conteudos especificos com uma aplicacdo e com modelos matemadticos,
facilita a transposicao do conhecimento tedrico para a realidade social/fisica. Neste sentido,
¢ possivel que se realize um paralelo de demonstragao pratica do conceito de aprendizagem
significativa de Ausubel (MOREIRA; MASINI, 1999).

Os dados, funcdes e graficos surgem naturalmente da coleta de dados proposta no
projeto (ver Secdes 1.2 e 1.3). A necessidade de ajustar parametros de fungdes para que
estas descrevam conjuntos especificos de dados leva ao método dos minimos quadrados.
Dentre o conjunto de fungdes propostas para descrever curvas de aprendizagem € possivel
elaborar um modelo muito simples através de equacdes diferenciais, andlogo a Lei de
Resfriamento de Newton (GIBBONS, 1992). Desta forma, pode-se abordar os conceitos
relativos a equacdes separdveis, fator integrante, equacdes homogéneas e ndo-homogéneas,
problemas de valor inicial, conforme o interesse do professor ou dos alunos.

Finalmente, a discussdo da qualidade dos ajustes fornece a oportunidade de trabalhar
medidas de ajuste, sendo que a forma mais direta indicaria o uso da medida R-quadrado,
frequentemente utilizada em Estatistica (MONTGOMERY; RUNGER, 2003).

Fundamentacdo teérica

Uma frase que ilustra bem o conceito de fazer Ciéncia é uma proferida pelo Matemético
francé€s Henry Poincaré: “A Ciéncia é feita de fatos, como uma casa é feita de pedras,
mas um actimulo de fatos ndo é mais ciéncia do que um monte de pedras é uma casa.”
(POINCARE, 1905, p.141).

Com essas poucas palavras, o cientista destaca dois pontos fundamentais no ato de se
produzir Ciéncia. Primeiro, que € necessario obter fatos, dados a respeito do que se estuda.
Segundo, esses dados devem ser analisados e interpretados, de forma que seja possivel
chegar a alguma conclusdo objetiva a partir deles. Assim, para se produzir Ciéncia, ndo é
suficiente a coleta de dados, como também ¢ insuficiente uma discussdo subjetiva que ndao
¢ baseada na observac¢ao de fatos e dados.

Uma forma de representar dados € por meio de tabelas que relacionam duas varidveis x
e y. Com a tabela podemos produzir graficos, construir médias, elaborar histogramas e
realizar parte do trabalho de andlise mencionado anteriormente. Outra forma, mais sintética,
de representar a relac@o entre duas varidveis é através de fungdes: y = f(x). Nesse caso
utilizamos uma formula matemdtica para descrever como uma varidvel depende da outra.

No caso especifico deste projeto, buscamos fungdes que descrevam curvas de aprendi-
zagem, ou seja, relacionem quantitativamente as varidveis nivel de experiéncia (x) com o
nivel de habilidade (y).
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Uma excelente revisdo do estado-da-arte sobre curvas de aprendizagem pode ser
consultada em Anzanello e Fogliatto (2007). Os modelos a seguir foram extraidos de tal
referéncia, de forma que a maior parte das fontes originais ndo serdo citadas, devendo o
leitor consultar o trabalho de Anzanello e Fogliatto (2007) para mais referéncias.

A primeira curva que apresentamos € aquela proposta por Wright (1936), enquanto
tratava de problemas relacionados aos custos de producao de avides:

yzcxb (1.1)

onde ¢ e b sdo constantes que dependem da situacdo de aprendizagem. O modelo de
Wright pode ser modificado de forma a incluir um valor-limite para o nivel de habilidade,
levando ao “modelo de Plateau™:

y=a+cx (1.2)
de forma que a constante a pode representar o nivel maximo/minimo de habilidade.

Analogamente, uma outra modificagdo no modelo de Wright pode incorporar a suposi-
cdo de que individuos possam ter experi€ncia prévia com a tarefa em questdo, levando a
um modelo na forma:

y=c(x+d)’ (1.3)

onde d representa o grau de experi€ncia prévia. Este modelo ficou conhecido como
Stanford-B.

Uma outra variacdo do modelo de Wright € o modelo de Dejong, que incorpora uma
combinacao de fatores na composi¢do do tempo total (neste caso o nivel de habilidade
¢ representado pelo tempo que se leva para realizar uma dada tarefa), uma parte sendo
irredutivel e outra sendo redutivel com a experiéncia:

y=c(M+(1-M)y) (1.4)

onde 0 < M < 1 € um pardmetro que representa a fracao do tempo minimo que € irredutivel.

Finalmente, a “curva-S” pode ser obtida acrescentando-se o fator de experiéncia prévia
ao modelo de Dejong:

y=c(M+(1-M)(x+d)). (1.5)

Todos modelos supracitados podem ser classificados como “modelos potenciais”, no
sentido que sao modificacdes do modelo de Wright, que baseia-se em uma simples funcdo
poténcia. Outras classes de modelos podem ser desenvolvidas, como modelos do tipo

hiperbdlico na forma:
X

x+r

Em nosso estudo especifico, como estudaremos o caso de que o tempo de realizagdo de
uma tarefa é decrescente, fazemos uma adaptacdo da Equacao 1.6, obtendo:

y=k (1.6)

X
x+r

y=A—k (L.7)

onde A, k e r sdo constantes positivas.
Existe também uma classe de modelos exponenciais, mas, neste caso, faremos o uso
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de equacdes diferenciais para deduzir a forma da curva de aprendizagem. Para desenvolver
um modelo que descreva a rela¢do entre o nivel de experiéncia (x) e o nivel de habilidade
(y), elaboramos algumas hipéteses:
a) Existe um nivel mdximo/minimo que a habilidade pode alcangar, que denominamos
M-
b) A taxa de aprendizagem ¢ diretamente proporcional a diferenca entre o nivel atual
de habilidade (y) e o nivel maximo (yp).

A hipétese a) € natural, uma vez que esperamos que, para a maioria das situacdes de
aprendizagem, o nivel de habilidade deve possuir um méximo ou minimo, pelo menos
dentro de um intervalo razoavel. Como exemplo, em uma atividade artesanal, podemos
pensar no nivel de habilidade de um individuo como o nimero de pecas produzidas
dentro de um intervalo fixo de tempo. Neste caso, mesmo que o individuo torne-se
muito habil, existe um nimero maximo de pecas que podem ser produzidas dentro de um
intervalo de tempo. Analogamente, podemos pensar no nivel de habilidade como o tempo
necessdrio para produzir uma peca, de forma que o nivel de habilidade, neste caso teria,
obrigatoriamente, um minimo.

A hipétese b) € muito mais especifica. Quando iniciamos o processo de aprender
uma nova tarefa, geralmente nosso progresso inicial é facilmente notado. E muito facil
notar a diferenca entre alguém que toca um instrumento ha dois anos com alguém que
tem uma semana de aprendizagem. Entretanto, a diferencga entre estudantes de 7 e 9 anos
de experiéncia pode ser mais dificil. Isso esté relacionado com o fato de que, conforme
avancamos em qualquer drea, o aperfeicoamento torna-se mais lento, as imperfei¢des
sdo mais dificeis de serem encontradas e o processo comega a se aproximar do limite de
desempenho. A forma especifica da taxa de aprendizagem ser proporcional a diferenca é
uma hipétese, de certa forma, arbitraria e que usa o principio da parcimonia, a discussao
de outras formas € uma possibilidade de extensdo e aprofundamento do projeto junto aos
alunos.

Utilizando as hipéteses a) e b) podemos escrever uma equacao diferencial para a nivel

de habilidade:
dy

D ky—ym). (1.8

onde k é uma constante positiva que representa a velocidade do aprendizado e y3s € o nivel
maximo/minimo da habilidade. Adicionando uma condi¢@o inicial y(0) = yp, obtemos um
problema de valor inicial cuja soluc¢do explicita (obtida por separacio de varidveis ou fator
integrante) €:

y(x) = (o —ym)e ™ +yu (1.9)

que € a forma do modelo exponencial para curva de aprendizagem (ANZANELLO;
FOGLIATTO, 2007).

Uma vez expostas as diferentes fungdes de curvas de aprendizagem que serdo utilizadas,
passamos a discutir o ajuste dessas curvas a dados. Na Secado 1.2 discutiremos com mais
detalhes a questdo de obten¢do de dados, por hora, basta supor que possuimos uma tabela
com n pontos (x;,y;),i = 1,...,n, onde a coordenada x representa o nivel de experiéncia e
a coordenada y o nivel de habilidade correspondente.

Uma das formas mais simples de ajustarmos uma curva a um conjunto de dados € o
método dos minimos quadrados (RUGGIERO; LOPES, 1997), que busca minimizar a
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soma dos erros ao quadrado:
n

Er =Y (f(x)—y)? (1.10)
i=1

de forma que E7 (erro total) € uma funcido dos pardmetros da funcdo f, utilizada para
descrever a curva de aprendizagem. Aqui abre-se uma oportunidade para a abordagem
de conceitos de minimizacao de fun¢des de vérias varidveis, mas, de uma forma geral,
ndo podemos encontrar analiticamente a solucdo de tal problema, devendo recorrer a
métodos numéricos softwares matematicos para o auxilio de sua resolugdo. Isso também &
positivo, uma vez que traz o uso de tecnologias naturalmente no contexto de aplicagdes,
aproximando mais o conhecimento do aluno com situagdes reais. Na Se¢do 1.2 discutimos
com mais detalhes os softwares que podem ser utilizados.

Uma vez que as diferentes curvas de aprendizagem sejam ajustadas a tabela de dados,
faz sentido realizar uma comparag¢do entre os modelos e perguntar qual deles “melhor”
descreve o fendmeno ou o conjunto de dados. Neste ponto podemos utilizar a medida de
ajuste R-quadrado, dada por Montgomery e Runger (2003, p.428):

R Lia(f(x) —yi)?

1.11
?:1@—)’1')2 ( )

onde y € a média dos valores observados (y;). Uma forma de interpretar essa medida de
ajuste € notar que o denominador na fragdo da Equagdo 1.11 (D =Y ,(y—y;)*) é uma
medida que representa o erro cometido por um modelo que € constante e igual a média dos
valores, enquanto que o numerador (N = Y7, (f(x;) — y;)?) representa uma medida do
erro total cometido pelo modelo proposto pela fungdo f. Assim, utilizando essas medidas
de erros, se R? = 0.8, por exemplo, isso significa que a medida do erro do modelo é 20%
da medida do erro cometido pelo modelo constante. Uma vez que D € proporcional a
variancia dos valores observados, costuma-se também dizer que R representa o percentual
da variancia que é explicado pelo modelo. Na verdade, o significado de R? estd claro pela
férmula, € uma medida do erro do modelo com relagdo a variancia dos dados. Conforme
R? se aproxima de 1 temos “bons” ajustes no sentido que o erro total cometido pelo modelo
€ pequeno com relacdo a variancia dos dados.

Neste ponto de comparacdo entre os modelos existe a possibilidade de estudar outras
medidas de ajuste bem como introduzir a reflexao critica sobre a coeréncia do modelo
com o fendmeno observado. Muitos modelos podem ter ajuste perfeito (como o caso de
polindmios de grau elevado), apesar de ndo representar bem o fendmeno fora dos pontos
da tabela.

Metodologia
Coleta de dados

Para obter dados de um processo de aprendizagem, escolhemos uma tarefa-teste que
consistia na montagem de um quebra-cabecas de 30 pecas (ver Secdo 1.3 para mais
detalhes sobre o exemplar utilizado). A tarefa entdo era repetida por dez vezes, sendo,
a cada vez medido o tempo utilizado para completd-la. Desta forma, podemos medir
quantitativamente tanto o nivel de experiéncia (x) quanto o nivel de habilidade (y). Neste
caso, o nivel de experiéncia € o nimero da tentativa de montar o quebra-cabeca (1, 2,...10)
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e o nivel de habilidade € simplesmente o tempo que o jogador leva para montar o quebra-
cabecgas.

O experimento foi repetido com varios individuos (um total de 20), de forma que
obtivemos a Quadro 1.2 do anexo 1.6.1. Os individuos foram escolhidos ao acaso por
autores deste projeto e, de forma a obter informacdes mais detalhadas sobre os participantes,
foram requisitados a preencher um questiondrio identificando algumas varidveis que podem
ser de interesse para futuras andlises ou novos projetos. O questiondrio respondido pelos
participantes € apresentado no anexo 1.6.2.

Para suavizar as variagcOes aleatorias e entre individuos, toma-se a média dos tempos
de todos individuos em cada repeti¢do. Dessa forma, obtemos uma tabela de duas colunas,
exatamente como discutido na fundamentacio tedrica, a primeira coluna é composta pelos
valores de x, representando o nivel de experiéncia e com valores inteiros de 1 a 10, enquanto
que a segunda coluna é composta pelos valores de y, representando o nivel de habilidade e
sendo expresso em segundos (unidade de tempo).

Ajuste de curvas

Uma vez de posse de uma tabela com valores de x e y, o proximo passo € ajustar os modelos
a esse conjunto de dados. A seguir, delinearemos duas formas de fazé-lo, uma através de
planilhas de calculo do OpenOffice e outra através do software livre GeoGebra.

OpenOffice

Para realizar um ajuste de curvas utilizando o OpenOffice, primeiro devemos preparar 0s
dados e o modelo que queremos ajustar, assim, reservamos uma coluna para os valores de
x, outra para os valores de y e uma terceira para os valores do modelo f(x). Neste exemplo,
utilizaremos o modelo exponencial de curva de aprendizagem, isto é f(x) = A + Be~*,
onde A, B e C sao constantes, dessa forma, também devemos reservar células para conter
os valores dessas constantes. Na Figura 1.2 apresentamos essa primeira etapa:

A B C D

367
280
245
221
202
198

oo ~NOWL e WK =

W20

-
3

Figura 1.2: Captura de tela do software OpenOffice, planilha de célculo. Valores ficticios de uma atividade
passivel de aprendizagem, x representa quantas vezes a tarefa foi realizada previamente (nivel de experiéncia)
e y representa o tempo (em segundos) que levou para a tarefa ser completada. Na coluna f(x) serd utilizado
o modelo exponencial, que depende dos pardmetros A, Be C.

Uma vez que o ajuste busca minimizar o erro total, devemos calcular a coluna do
modelo para poder estimar os erros em cada ponto (f(x;) — y;). Podemos comecar com



22 Capitulo 1. Curvas de Aprendizagem

uma suposi¢do inicial para os parametros, A = 200 (pois y estd tendendo a valores pro-
ximos a 200 quando x cresce), B = 160 (pois quando x = 0, f(0) = A + B, que deve ser
aproximadamente o primeiro ponto da tabela) e C = 0.05 (arbitrdrio, mas positivo porque
a exponencial deve decrescer). Com esses valores, devemos escrever a fun¢do do modelo
na célula C5: “=$D$1+$DS2*EXP(-$D$3*AS5)”. O simbolos “$” servem para identificar
quais células devem permanecer constantes na formula (aquelas correspondentes aos para-
metros, enquanto que a coluna “A” serve de varidvel. Na Figura 1.3, abaixo, ilustramos o
processo.

EXP b fx ¥ 7 =$D$1+$DS2"EXP(-$D$3*A5)
A B C D
1 A= 200
2 = 160,
3 / C=| 0.05
4 X f(x) ¥
5 =$D$1+$DSZ*EXP(-$D$37A5)
6 Nl 280 __— |
- ” TTTYYAR

Figura 1.3: Captura de tela do software OpenOffice, planilha de cdlculo. Na coluna f(x) é utilizado o
modelo exponencial, que depende dos parametros A, B e C.

Uma vez programada a coluna do modelo, basta utilzar o recurso do programa para
copiar a mesma férmula para as linhas abaixo, isso € feito clicando no canto inferior da
célula “C5”, mantendo o botdo do mouse pressionado e arrastando o ponteiro do mouse
para as células abaixo, quando aparecer um simbolo de uma cruz “+” preta, como na
Figura 1.4.

A B C
1 =
2 =
3 -
4 X y f(x)
5 0 367 360.0
6 1 280
7 2 245

Figura 1.4: Captura de tela do software OpenOffice, planilha de cdlculo. Clicando e arrastando na posi¢do
indicada, a férmula do modelo € copiada para as células abaixo da célula “C5”.

O proximo passo € calcular o quadrado dos erros, isso € feito simplesmente adicionando
uma coluna, na célula “D5”, digitamos a férmula: “=(B5-C5)" 2” e a arrastamos para
as linhas abaixo. Apos feito isso, utilizamos a fun¢ao soma do software para calcular a
soma total dos erros ao quadrado, que € a quantia que deve ser minimizada. Na Figura 1.5
ilustramos o processo.
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A B c D
1 A= 200
2 B= 160
3 C= 0.05
4 X y f(x) Erro quad.

5 0 367 360.00 49
6 1 280 352.20| 5212.36463
7 2 245 344.77| 9954.84845
8 3 221 337.71| 13621.9888
] 4 202 331.00| 16640.2055
10 5 198 324.61 i

1 Erro total = =SOMA(

12

Figura 1.5: Captura de tela do software OpenOffice, planilha de célculo. O erro total, a quantitade a ser
minimizada, é obtida através da funcdo SOMA das células D5 a D10. O resultado € obtido na célula D11.

Desta forma, temos que a célula D11 contém a quantidade que deve ser minimizada,
sendo que as células que podemos variar sdo as células que contém os parametros, isto
é, as células D1, D2 e D3. Naturalmente, € invidvel e ineficiente tentar resolver tal
problema através de tentativa-e-erro, o software possui uma ferramenta de otimizagdo
auxiliar chamada Solver, que é capaz de buscar solucdes para esse tipo de problema.
Tal ferramenta pode ser encontrada no menu “Ferramentas -> Solver...”. Ao chamar a
ferramenta, um menu se apresenta, onde podemos digitar qual célula temos como objetivo
€ se queremos minimiza-la, maximiza-la ou atingir um certo valor, além disso, definimos
quais sdo as células que podemos variar para atingir tal fim. Na Figura 1.6 ilustramos as
escolhas.

@ Solver
Célula objetivo $D$11 3|
Ofimizar para Maximo
c A D 200 ) Minimo =
B= 160 Valor de 73|
C= 0.05 . T . =
(x) Erro quad. Células variaveis $D51:8083 E'
360.00 49
352.20 5212.364635 | Conjunto de restricbes
344.77 9954.848459 Referéncia de célula Operador Valor
337.71 13621.98885 S = ===
331.00 16640.2055 B8 << B &
324.61 16029.61739 ; =
Erro total =[61508.0248 o - B -
—! - B o]
8- B ]

Figura 1.6: Captura de tela do software OpenOffice, planilha de calculo. Utilizamos a ferramenta “Solver”
para encontrar os valores dos pardmetros que minimizem o erro total, encontrando valores para os parametros
A,BeC.
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Em algumas versdes pode ser que seja necessario configurar as propriedades do Solver
do OpenOffice, disponiveis em “Opg¢des”, para que o algoritmo escolhido seja “ndo-
linear”. E possivel que seja necessdrio baixar um complemento para que o software
resolva o problema de otimizacdo, o complemento necessdrio chama-se “nlpsolver” e pode
ser encontrado online (sourceforge.net). A versdo de planilha eletronica de cédlculo da
Microsoft, chamada Excel € muito similar ao Calc do OpenOffice, de forma que todos os
procedimentos indicados aqui podem ser reproduzidos quase que sem nenhuma alteracao
em tal software. No caso do “Solver” do Excel € necessario adiciona-lo em Suplementos”,
mas o mesmo & possui formas de resolver problemas nao-lineares de minimizagao.

Ap06s o uso do algoritmo, obtivemos os valores para os pardmetros A = 190.43, B =
175.31 e C =0.619. Na Figura 1.7 apresentamos o grifico de ajuste obtido com o software
OpenOffice:

Ajuste de modelo exponencial

400
300
200 - my
& — f(x)
100
0
0 1 2 3 4 5 6

X

Figura 1.7: Grafico de ajuste de funcdo a um conjunto de dados obtidos através do uso do software
OpenOffice.

Finalmente, o célculo do valor de R-quadrado por ser feito facilmente através do
uso da func¢do “RQUAD(B5:B10;C5:C10)”, que, no nosso caso resultou em um valor de
R? =0.99709, o que pode ser interpretado como um excelente ajuste (¢ natural, pois neste
caso tinhamos apenas cinco pontos e trés parametros livres).

GeoGebra

Um outro software de distribuicdo livre que pode ser utilizado para realizar ajuste de curvas
a dados € o GeoGebra. Versoes atualizadas podem ser obtidas diretamente da internet em
http://www.geogebra.org/, neste trabalho utilizamos a versao cléssica 5.0.426.0-d para
MacOs.

Para realizar o ajuste de curvas a dados, iniciamos, como no caso anterior, digitando um
conjunto de dados. Para tanto, utilizamos a ferramenta “Planilha” do GeoGebra que pode
ser acessada clicando em “Exibir -> Planilha”. Depois de digitar os dados, criamos uma
lista de pontos com 0s mesmos, selecionando-os na planilha e clicando com o botdo direito
do mouse, escolhendo “Criar-> Lista de pontos”. Na Figura 1.8 ilustramos o processo.


http://www.geogebra.org/
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0~ planilha

KUIN] L ETE]E]B=]id
A | B C b | E | F G
1 0 367
2 1 280
3 2 245
A 3 221
5 4 202
e 5 198
7 Al:B6
N
"9 | : Copiar
10 Sy L s
b i .1 -
4 b +/ Apagar Objetos
Lista Criar >
i POrtas ‘. ExIbir Objeto
Tabela + & Exibir Rotulo . ]
CaminhoPoligonal = Gravar para a Planilha de Calculos
Tabela de Operacdo ~¢ Propriedades ...

18 |

Figura 1.8: Captura de tela do software GeoGebra. Apoés digitar os dados na ferramenta de planilha, criamos
uma lista de pontos com os mesmos.

Neste ponto criamos uma funcao de ajuste exponencial, digitando na barra de entrada
“f(x)=a+b*exp(-c*x)” e pressionando a tecla ”Enter”. Na Figura 1.9, ilustramos como deve
estar a interface do programa com os comandos executados até aqui.

AL~ B @)

'+ Janela de Algebra

Biiishe geogeiisgoh

0 A afl g
) 1€, N (=2 [

» Janela de Visualizacio

Lista
e L, ={(0,367)(1,2 450
Ponto
® A=(0,367)
® B =(1,280) =441
® C=(2,245) ‘}\
® D=(3, 221) e
® E = (4,202)
® F=(5,198)

300 0

L]
250 e
#]
L ]
£

200 e .F

150

100

50

2 -1.§ 05 0 0.5 ) 15 F] 2.5 ] s 4 45 5 5.1

Enthada: [(x)=a+b*exp(-c*x)|

Figura 1.9: Captura de tela do programa GeoGebra. Apds a digitacdo dos dados e da criagdo da lista de
pontos, criamos uma fungdo “f(x)=a+b*exp(-c*x)”.
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Normalmente o programa oferecerd a possibilidade de criar “controles deslizantes”
para os parametros a, b e c. Aceite, caso seja oferecido ou crie esses controles, caso nao
seja. Esses controles servem para ajustar “manualmente” os valores dos parametros que
servirdo de “chute inicial” para buscar o ajuste 6timo dos minimos quadrados.

Assim como fizemos para o ajuste no OpenOffice, tomamos como pontos de partida
para os valores dos parametros a = 200, b = 160 e ¢ = 0.05 e digitamos o comando
“g(x)=Regressao(L
_1,f)” (onde “L_1" faz o papel da lista de pontos criados e “f”” o da func¢do a ser ajustada).
Em nosso caso, obtivemos uma resposta para “g(x)=190.44+175.31*exp(-0.62*x)”, que é
muito proxima a funcdo obtida com o ajuste através do OpenOffice. Na Figura 1.10 abaixo
mostramos o ajuste obtido.

» Janela de Aige-b_r_a <+ Janelade Vis;;liﬁcio
Funao - \q
® (x) = 200+ 160 ¢ 005 _ > N
® g(x) = 190.44 4 175.31 ¢ Vi b =160 N
Lista " - ' 1 \\
e L, =1(0,367), (1, 280), (2, 245), (2 ¢ =0.05 %
Nomero - - i oo
® a=200 N&
® b =160
® c=005 B
Ponto
® A=(0,367) i \-.E
® B=(1,280) : -
® C=(2,245) \x %
® D=(3,221) i
® E=(4,202) i e R F
® F=(5 198) i Ty rr—_—
100
] 2 1 ] 1 2 1 4 5

Figura 1.10: Captura de tela do software GeoGebra. Ajuste dos dados a um modelo exponencial.

Finalmente, o valor de R? pode ser obtido utilizando o comando “R=RQuadrado(L_1,

g)”, onde “L_1" identifica a lista de pontos e “g” a fun¢do ajustada com os parametros
Otimos.

Materiais utilizados

Os dados foram obtidos por dois alunos de iniciagdo cientifica, que encontraram 20
voluntérios entre os dias 30/09/2018 e 20/10/2018 na cidade de Sinop, Mato Grosso, Brasil.
A cada voluntdrio foi solicitado que montasse um quebra-cabecas de 30 pecas, por 10

repetidas vezes.
O quebra-cabecas utilizado foi da marca VJ Toys, e é apresentado na Figura 1.11,
abaixo.
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Figura 1.11: Quebra-cabegas utilizado para simular a curva de aprendizagem de uma tarefa.

Para cronometragem do tempo foram utilizados aparelhos smartphone de propriedade
dos alunos de iniciacdo cientifica e as anotacdes foram feitas em cadernos com o auxilio
de caneta e lapis.

Finalmente, a tabulacdo dos dados, ajustes de curvas e relatdrios foram elaborados com
o auxilio de computadores pessoais dos alunos e professores envolvidos no projeto.

Desenvolvimento do projeto

Utilizando os dados do anexo 1.6.1, calculamos a média do tempo dos participantes em
cada tentativa, obtendo o Quadro 1.1.

Quadro 1.1.: Nimero de tentativas prévias e tempo médio necessario para completar a tarefa. A média dos
tempos dos voluntdrios em cada tentativa foi calculada utilizando-se os dados no anexo 1.6.1.

Tentativa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo Médio (s) 385.36 | 276.06| 237.01| 215.44 | 192.58 | 204.02| 186.23| 171.17 | 170.13 | 166.65
Fonte: Elaborado pelos autores.

Com os dados do Quadro 1.1 em maos, podemos utlizar as metodologias delineadas
nas Secoes 1.1.2 e 1.2.2 e ajustar cada um dos modelos apresentados na Secao 1.1.2. A
seguir, para cada modelo, apresentamos o conjunto de parametros 6timos, o valor de ajuste
R? e o valor estimado para o tempo minimo de montagem do quebra cabegas (y..) caso
os voluntarios continuassem a treinar a tarefa. Ao final da analise de todos os modelos,
apresentamos um grafico com um modelo selecionado, uma vez que os modelos geram
curvas muito similares.

Modelo de Wright: Os parametros obtidos para o modelo sdo ¢ = 373.416 e b = —0.374.
A medida de ajuste foi de R?> = 0.9777. Neste caso y.. = 0, o que nio seria muito realista.
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A funcdo ajustada fica entdo:
y=373.416x" 374 (1.12)

Modelo de Plateau: Os pardmetros obtidos para o modelo sdo a = 120.793 , ¢ = 263.890
e b= —0.746. A medida de ajuste foi de R> = 0.9924. Neste caso y., = a = 120.793, o
que parece mais razoavel que o modelo de Wright. Note que o fato do ajuste do modelo
de Plateau ser melhor que o do modelo de Wright € esperado, uma vez que temos um
parametro a mais e os modelos sdo similares. A fun¢do ajustada fica entdo:

y = 120.793 + 263.890x 0746 (1.13)

Modelo Stanford-B: Os parametros obtidos para o modelo sao d = —0.622, ¢ = 298.437

e b = —0.263. A medida de ajuste foi de R> = 0.9929. Neste caso y.. = 0, de forma que
o modelo Stanford-B apresenta a mesma deficiéncia que o modelo de Wright. A func¢do
ajustada fica entdo:

y =298.437(x — 0.622) 0263 (1.14)

Modelo de Dejong: Os parametros obtidos para o modelo sdo M = 0.314 , ¢ =384.683 ¢
b = —0.746. A medida de ajuste foi de R* = 0.9924. Neste caso y. = Mc = 120.793, um
valor considerado razodvel quando comparado aos dados coletados (ver Secdo 1.6.1). A
func¢do ajustada fica entdo:

y = 384.683 (0.314 4 0.686x_0‘746> (1.15)

Modelo da Curva-S: Os parametros obtidos para o modelo sdao M = 0.176 , ¢ = 310.494,
d =—0.503 ¢ b = —0.368. A medida de ajuste foi de R> = 0.9929, observamos que
neste caso nao foi possivel utilizar a ferramenta de regressao do GeoGebra, uma vez
que o valor 6timo para o parametro M resultava fora da validade do modelo. Neste caso
Yoo = Mc = 54.647. A funcdo ajustada fica entdo:

y =310.494 (0.176 +0.824(x— 0.503)—0-368> (1.16)

Modelo Hiperbolico: Os parametros obtidos para o modelo sao A = 1106.332, k =969.146

e r = 0.343. A medida de ajuste foi de R = 0.9919. Neste caso y., = A —k = 137.187,
um valor similar ao do modelo de Plateau e Dejong, sendo, possivelmente, realistico. A
func¢do ajustada fica entao:

X
= 1106.332 — 969.146 - —————— 1.1
y=1106.332—969.146 - —— = (1.17)

Modelo Exponencial: A solugio da equagdo diferencial (1.8) pode ser escrita como y(x) =
A+ Be~%*. Os parametros obtidos para o modelo sdo A = 174.668, B =372.727 ¢ C =
0.5944. A medida de ajuste foi de R?> = 0.9812. Neste caso y.. = A = 174.668, um valor

relativamente elevado, quando comparados ao modelo de Plateau ou Hiperbdlico. A fungdo
ajustada fica entdo:

y = 174.668 + 372.727¢ 0% (1.18)
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Os modelos apresentam um valor de R? similar, mas alguns elementos podem ser
destacados. O modelo de Wright, com apenas dois parametros e uma férmula muito
simples apresentou um bom ajuste (R2 = 0.9777), sendo apenas ligeiramente pior que o
modelo exponencial (R> = 0.9812), que possui trés pardmetros livres. Assim, se o objetivo
for apenas a descri¢dao dos dados encontrados, o0 modelo de Wright seria um candidato
razoavel, dada simplicidade. Entretanto, € possivel que seja de interesse também descrever
o comportamento da curva fora do intervalo de experimentos (isto é, além da décima
tentativa). Nesse caso, seria importante também levar em conta o valor de y.., por exemplo,
que fornece uma ideia do comportamento assint6tico da habilidade conforme a experiéncia
se acumula.

Os modelos que apresentaram valores realisticos (levando-se em conta a experiéncia
dos alunos envolvidos nas tentativas dos voluntarios) sao os modelos de Plateau, o modelo
Hiperbdlico, o modelo de DeJong e o modelo Exponencial, com valores de y.. = 120.79,
Yoo = 137.19, yoo = 120.79 € y. = 174.69, respectivamente. Destes quatro, o modelo
exponencial possui o pior ajuste, além de possuir um valor relativamente elevado para
o valor de y.. Dessa forma, poderiamos justificar a escolha de qualquer um dentre os
modelos de Plateau, Dejong ou Hiperbdlico. Na Figura 1.12 abaixo, ilustramos o ajuste do
modelo Hiperbdlico.

Mempo

1000s

800s

) = 1106.332 — 969.146 - ——
g(x) = 1106.332 — 969.146 - ——

600s

400s

200s

N

Figura 1.12: Ajuste do modelo Hiperbdlico, Equagdo 1.7. O eixo x representa o indice da tentativa
de montagem do quebra-cabecas. Com uma medida de ajuste R = 0.9919 e um valor assintético de
Y=137.187, 0 modelo mostrou-se como um dos mais promissores para descrever os dados relativos a curva
de aprendizagem da tarefa em questdio, a montagem de um quebra-cabega.

Consideracoes finais

Neste exemplo de projeto, diversas técnicas de modelagem sao trabalhadas: ajuste de
curvas, elaboracdo de equacdes diferenciais, coleta de dados, medidas de ajuste e uso
de softwares matematicos. Seja na formacao de professores ou profissionais de outras
areas técnicas, como Engenharias e Economia, o projeto estimula a pritica de habilidades
importantes no exercicio profissional e transpde os contetidos tedricos para uma situa¢ao
mais préxima a pratica.
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O fato de termos adotado uma tarefa simples facilita a execuc¢io de experimentos e traz
o foco da discussdo nas técnicas matematicas e de modelagem. Naturalmente, ao trabalhar
com diferentes dreas o projeto pode ser adaptado, escolhendo experimentos/coleta de dados
que sejam relevantes a area em questdo. Observamos que a estrutura do projeto mantém-se
praticamente inalterada, de forma que o mesmo torna-se muito versatil em sua utilizagao
no Ensino Superior.

Finalmente, observamos que o projeto poderia ser adaptado para aplicagdes no Ensino
Médio, para a discussdo de fungdes e graficos (comportamentos assintoticos, limites).
Nesse caso os alunos podem utilizar os softwares sem tanto dominio da teoria de como os
ajustes sdo obtidos, focando a discussao na interpretacao das fungdes obtidas.

Anexos

Dados coletados

Neste anexo apresentamos os dados completos, os tempos obtidos por cada voluntério na
montagem do quebra-cabecas em cada tentativa.

Quadro 1.2.: Dados dos tempos obtidos por cada voluntdrio na montagem do quebra-cabegas da Figura 1.11
em cada tentativa.

Tempo (s)

Partic mT“‘““‘"' 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
1 221.2 | 156.49 | 155.74 | 120.87| 119.44 | 14651 [ 111.42| 128.43 | 125.59| 121.75

2 22282 | 17104| 149.84 | 144.86| 120.40 | 130.34| 118.05 | 11443 | 13153 | 109.47

3 44413 | 359.66| 233.32 | 252.08 | 305.36 | 314.96 | 156.26 163.81 | 119.23 | 204.36

4 235.19 | 204.36 191.39‘151,8? 12026|147.45|119.12| 126.88 | 111.95 | 114.13

5 478.13 | 450.25 28].0().350,44 170.13 21[,14.159.51 177.75| 179.25 | 93.61

| 6 “273.21”.160.15 I.170.93 140.68 "170.48 -Il38_51 .."132.66"I “109_96h .163.4?'“ 144_56-
7 i412_98 267.76 20].(]6?1?4_8_’: 198.62 | 268.47 | 197.15| 136.89 | 142.51 | 135.62

8 44251 | 310.57 | 345.81 | 287.24 | 265.53 | 276.94 | 247.65 | 232.76 | 176.29 | 170.12

9 479.62 | 290.82 | 245.20 | 248.53 | 185.08 | 237.37 | 225.37| 204.15| 219.44 | 286.08

10 378.91 | 346.24 362.73_224.21 283.33|229.73 | 248.84 | 250.26 | 307.94 | 296.47
11 I584_32 38691 | 367.84 .:I412_70 226.30 217_11_“240_91 225.94I EZD.ISI 21848
12 35029 | 260.22 | 2263 ‘248_65 217.58 |228.21 | 298.25| 195.96| 21091 | 305.21
13 215.07 | 235.2 | 184.28 | 147.63 | 142.55| 167.68 | 203.18| 119.38 | 119.01 | 117.66
14 298.94 | 208.67 | 186.20 | 173.00 | 169.71 | 134.92 [ 125.79| 141.93| 100.34 | 98.81
15 344.60 | 268.74| 296.65 | 208.48 | 166.95 |237.12| 208.55 | 183.83 | 220.43 | 248 31
16 232.29 | 298.01 222.74}65,06 179.43 | 137.85| 204.61 | 146.31 | 170.86 | 147.06
17 413.01 | 255.39 190.29_184,58 219.65 243,26;213.3? 194.83|275.43 | 178.03
18 606.22 | 426.04 | 230.7 .204'68 198.32 | 217.96| 203.21 | 252.04 | 169.84 | 146.08
19 764.5 | 251.94|296.07 | 271.25 | 188.17 | 242.64 | 174.04 | 162.23 | 125.02 | 75.04
20 30021 |212.74|201.99| 197.08| 19524 | 152.23| 131.62| 155.59 | 113.48 | 122.15
Média (s) 385.36 | 276.06 .’.3?.0I‘315-I--'F 192,58 | 204.02 | 186.23| 171.17 | 170.13 | 166.65

Fonte: Elaborado pelos autores.
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1.6.2 Questiondrio respondido por cada voluntdrio

De cada voluntério foram obtidas as seguintes informagdes:
a) Qual monitor realizava o teste com ele (tinhamos dois alunos bolsistas).
b) Data de realizacdo do teste.
¢) Idade.
d) Se tinha experiéncia com jogos, de uma forma geral.
e) Quanto tempo passava jogando por semana.
f) Se tinha experi€ncia com quebra-cabecas, em particular.
g) Grau de escolaridade.
h) Se estd fazendo um curso de graduacdo e qual.
1) Se possui curso de graduaciao completo e qual.
J) Profissao.
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Ma:zilio Coronel Malavazi

Lee Yun Sheng

Apresentacdo

Contetdos explorados: Parabola e paraboloide, método dos minimos quadrados e R-
quadrado (R?), Lei de Resfriamento de Newton, equagdes diferenciais ordindrias, proprie-
dades da reflexdo da luz.

Objetivo: Explorar o conceito de pardbola e paraboloide na constru¢do de um fogéo solar
e através deste ajustar modelos as medidas de temperatura da dgua ao ser aquecida.
Publico alvoe: Alunos de graduacido que cursam disciplinas como equagdes diferenciais
ordindrias e modelagem matemadtica. Parcialmente pode ser aplicado em disciplinas como:
geometria analitica, dlgebra linear, calculo e matemadtica elementar. Com alguns ajustes e
simplificagdes pode ser desenvolvido no Ensino Médio.

Tempo previsto de execucdo: 10 horas (apresentacdo do projeto, desenvolvimento do
roteiro de elaboragdo e atendimentos em sala) + 15 horas (desenvolvimento extra-classe:
construgdo dos protétipos, experimentagado, elaboracao de relatério).

Aplicacdo explorada

“Energia, ar e d4gua sdo ingredientes essenciais a vida humana” (GOLDEMBERG; LUCON,
2007, p. 7). No contexto do tema energia, em seu percurso histérico, a nossa sociedade fez
uso de diversas fontes energéticas. Atualmente, as fontes fésseis s@o as mais utilizadas, no
entanto, essas fontes de energia estdo relacionadas a altos indices de emissio de poluentes,
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além de que sua abundancia em nosso planeta € finita, o que pode ocasionar no futuro a
falta desse suprimento, conforme destaca Goldemberg e Lucon (2007).

Desta forma, o desenvolvimento e utilizacdo de fontes de energias renovaveis e mais
limpa € muito importante para a sustentabilidade em nosso planeta. Mas o que de fato
¢ uma fonte de energia renovdvel? Conforme Silva (2011, p. 1) “uma fonte de energia
renovdvel € aquela que ndo se esgota, que pode ser reposta”. Neste caso o biogds (gerado
a partir de lixo e esgoto), a energia edlica e a energia solar sdo exemplos de energias
renovaveis. Além disso, sdo consideradas fontes de energia limpa, pois geram baixos
niveis de poluentes em seu processo de producao e utilizagdo, conforme Silva (2011).

Goldemberg e Lucon (2007), classificam as principais fontes de energias renovaveis
utilizadas no Brasil: tradicionais (biomassa tradicional), convencionais (hidraulicas) e
modernas (biomassa moderna, edlica, solar, etc) e destaca que o uso da energia solar no
Brasil é “bastante incipiente comparado a média mundial” (GOLDEMBERG; LUCON,
2007, p. 8).

Conforme Cuce e Cuce (2013), por volta de 1767, Horace de Saussurre descreveu os
primeiros experimentos com fornos solares com o objetivo de preparo de alimentos. Ele
projetou uma caixa retangular isolada com a parte de cima envidragada, onde a tampa
refletora concentrava a radiacdo para dentro da caixa. A radiagdo era entdo convertida
em ondas infravermelhas pelo fundo preto matte (fosco), e ficava aprisionada pela tampa
de vidro, aquecendo os alimentos até cerca de 160 °C, que eram facilmente cozidos ou
assados.

Em 1830, o astronomo John Herschel construiu um forno solar para seu uso em uma
expedi¢do no Cabo da Boa Esperanca, cozinhando carne e vegetais. Este forno era uma
caixa negra enterrada na areia, para isolar-se termicamente, com duas placas de vidro por
cima, que registraram temperaturas de até 116 °C. Mais recentemente, um fogao solar
foi utilizado, durante muitos anos, por Charles Greeley Abbot ao sul do Monte Wilson,
onde ficava seu observatério. E atualmente em Odeillo, nos Pirineus, no sul da Francga,
onde hd intensa incidéncia de luz solar, um grande espelho concavo foi construido com
9500 espelhos planos, sendo utilizado como forno solar. Na torre do coletor, a temperatura
atinge até 3800 °C.

Biermann et al (1999), elaboraram um trabalho de um ano, observando a utiliza¢ao
de 7 tipos diferentes de fogdes solares e envolvendo 66 familias na Africa do Sul. Neste
trabalho analisaram a eficiéncia dos fogdes e fizeram um comparativo da preferéncia dos
participantes com outros tipos de fogoes.

Atualmente, a associagc@o Solar Cookers International promove a Conferéncia Mundial
sobre a Cozinha Solar, com edi¢des em 1992, 1995, 1997, 2006, 2014 e 2017, em que
reinem pesquisadores e entusiastas de diversos paises. Em 1992, os participantes da
conferéncia eram de 18 paises e em 2017 foram de 30 paises (MACEDO NETO et al,
2011; EVENTS, 2019).

Como observado anteriormente, a energia renovavel € uma questdo relevante na atuali-
dade, sendo assim, pode-se destacar que:

A energia solar € por exceléncia a mais ecologicamente correta, traba-
lhando como um imenso reator a fusio, o sol irradia na terra todos os dias
um potencial energético extremamente elevado, incomparavel a qualquer
outro sistema de energia. O Sol irradia anualmente o equivalente a 10
mil vezes a energia consumida pela populacdo mundial neste mesmo
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periodo. Apesar do seu grande potencial para gerar energia, o sol ainda
ndo € referé€ncia no contexto elétrico brasileiro, devido aos altos custos,
o pafs utiliza pouquissima essa alternativa energética. (MACEDO NETO
et al, 2011, p. 118).

E com esse pensamento, tem-se a utilizagdo do fogao/forno solar

Para que técnicas alternativas que t€ém o sol como principal fonte de ener-
gia, como o fogdo solar, possam realmente ocupar espago na sociedade,
¢ necessdrio, antes de tudo, difundir o seu uso, mostrando as vantagens e
as desvantagens de sua utilizacdo bem como os cuidados que a ele de-
vem ser dispensados para que possa realmente operar satisfatoriamente.
(MACEDO NETO et al, 2011, p. 118).

Visto que em locais remotos, com pouco acesso a combustiveis fésseis e pelo seu alto
custo, torna-se uma alternativa para a sobrevivéncia, a utilizacdo do sol como fonte de
energia, conforme Macedo Neto

No sertdo nordestino assolado pelas secas, o sertanejo sofre com a fome
e a sede devido a incleméncia do sol sobre suas terras dridas. O uso
de fogdes solares na caatinga promete reverter ou a0 menos amenizar
essa situacdo possibilitando ao sertanejo uma melhor condi¢édo de vida.
(MACEDO NETO et al, 2011, p. 120).

Apresentamos até aqui um breve histérico da concep¢ao do fogao/forno solar, um
trabalho amplo e detalhado, do tipo estado da arte, sobre a historia dos fogdes e fornos
solares recomendamos Knudson (2002).

Justificativa do projeto

Conforme apresentado anteriormente, o presente projeto estd inserido no tema fontes de
energias renovaveis e limpas, especificamente no subtema energia solar.

Silva (2015) destaca que a radiac@o solar pode ser utilizada diretamente de duas
formas principais: como fonte de energia térmica (aquecimento, poténcia mecinica ou
elétrica) ou convertida diretamente em energia elétrica (através de materiais termoelétricos
e fotovoltaicos).

Esta proposta consiste na utilizacao da energia solar como fonte de energia térmica,
para o aquecimento de fluidos, como a dgua, especificamente através da construgdo de
um fogdo solar. Neste contexto, este trabalho busca o desenvolvimento de um projeto
sustentdvel, utilizando materiais recicldveis e de baixo custo, que além de contribuir para a
sustentabilidade do planeta, permite que o projeto alcance uma gama maior de espacos
escolares e individuos, haja vista que os recursos financeiros sdo escassos na maioria das
institui¢des publicas de ensino.

Dois aspectos principais presentes neste trabalho, foca-se na formagdo dos participantes:
a produ¢do de material e a experimentacdo cientifica. No primeiro, especificamente ocorre
um processo de contextualizacdo, que permitem a elaboracdo de hipéteses, definicao de
técnicas e tecnologias, que articuladas com os saberes populares e cientificos possibilitam
a construc¢ao do material concreto para a experimentagdo. Ja no segundo, pelo seu carater
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experimental, atua no desenvolvimento da capacidade de: observacao, registros, problema-
tizacao, coleta, organizacdo, experimenta¢do, matematizacao, conclusio e comunicagio
cientifica. Neste processo o participante € o sujeito da producao de seu conhecimento, € o
professor atua como um parceiro no processo de producao de significados.

No contexto do curriculo escolar, a elaboracdo do material propicia a discussdo do
conceito de pardbola e suas propriedades: definicdo matemadtica, foco, diretriz, vértice,
funcdo quadrética, efeito geométrico de seus coeficientes, equacdo do segundo grau e
comprimento de arco. Também explora a superficie do paraboloide e algumas propriedades,
como: foco, plano diretor, paraboloide como superficie de revolug¢do de uma pardbola, drea
da superficie de revolucao, principio fisico e geométrico da reflexdo da luz em superficie
reflexiva. Ressaltando que a absor¢@o de calor por superficies de cores escuras € mais
intensa.

Na fase de experimentagdo, o ajuste de curvas permite o estudo de: fungdes polinomiais,
funcdes exponenciais, método dos minimos quadrados, R-quadrado (R?) e equagdes
diferenciais ordindrias.

Identifica-se que o projeto permite a re-significacdo do conceito de pardbola, em um
contexto aplicado, de utilidade, onde suas propriedades geométricas (matematicas) sdo
fundamentais na concep¢do de um produto, na resolucao de um problema e efetivamente
na producao de tecnologia.

Fundamentacdo teérica

Esta secao estd organizada em duas partes. Na primeira sao apresentados os principios e
fundamentos necessdrios para a elaboracdo do modelo do fogdo solar e na segunda parte
sdo apresentados os fundamentos para a realizacdo e andlise do experimento.

Observando que Ramos Filho (2011) classifica os fogdes solares em trés classes de
tipos: caixa, concentradores e painel. O presente projeto se insere na categoria do tipo
concentradores, veja Figura 2.1, em que se observa facilmente aspectos geométricos
interessantes para discussao.

Figura 2.1: Fogao/forno solar do tipo concentrador.
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Aspectos fisicos e matemadticos para a construgdo do fogdo solar concentrador

Em um fogdo solar do tipo concentrador, a radiacdo solar passa por dois estdgios: no
primeiro ela é absorvida por uma superficie e parcialmente refletida (depende da capacidade
reflexiva do material a ser utilizado, denominada eficiéncia 6tica) para um objeto, € no
segundo estdgio parte da radiac@o € absorvida (também depende da capacidade de absor¢ao
do material, denominada efici€ncia térmica) e transferida para o fluido no interior do objeto,
conforme Ramos Filho (2011).

Uma caracteristica importante do fogao solar do tipo concentrador € a drea superficial
de captagdo da radiacdo solar, pois quanto maior essa drea, maior serd a quantidade de
radiacao solar que incidird sobre o objeto a ser aquecido. Analogamente, o formato, a drea
superficial do objeto a ser aquecido, seu volume e tipo de material utilizado sdo varidveis
importantes para avaliar a eficiéncia energética de um fogdo/forno solar.

Em geral, a superficie refletora utilizada na constru¢ao do fogao/forno solar do tipo
concentrador deve ser muito “lisa”. Neste caso, conforme Tipler e Mosca (2009), a reflexao
de luz é chamada de reflexdo especular ou regular. Esse fendmeno € explicado por duas
leis, chamadas de primeira e segunda leis da reflexdo, mas para enunciar essas leis sdo
necessarias algumas defini¢des bédsicas. Considere um ponto fixado da superficie refletora,
entdo:

* A semirreta perpendicular a superficie refletora (plano tangente) no ponto fixado é

denominada de normal,

* O angulo formado entre o raio de luz incidente no ponto fixado e a normal €

denominado dngulo de incidéncia;

* O angulo que a dire¢ao do raio de luz refletido faz com a normal é denominado

angulo de reflexdo.

A partir desses conceitos pode-se enunciar:

* Primeira Lei da Reflexdo: o raio incidente, a reta normal e o raio refletido sao

coplanares, ou seja, estio no mesmo plano;

» Segunda Lei da Reflexdo: o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexao.

Muitos dos fogdes solares construidos utilizam como modelo de superficie reflexiva um
paraboloide, onde o mesmo pode ser visto como uma pardbola em revolugdo, formato que
serd utilizado neste projeto. A pardbola € definida por lezzi (2013, p. 178) como o conjunto
dos pontos que sdo equidistantes entre uma reta e um ponto fixado (ndo pertencente a
reta), todos objetos de um mesmo plano. Este ponto fixado é denominado foco e a reta
de diretriz. O vértice da parabola € o ponto da mesma que se encontra mais proximo da
diretriz. A distancia entre o foco e a diretriz € denominado como parametro p. No caso
das pardbolas com reta diretriz paralela ao eixo x do plano cartesiano e vértice na origem
do plano cartesiano, tem-se a seguinte representacao analitica y = é‘—z O comprimento de
arco da pardbola, para x entre O e r, conforme Stewart (2011), € dado por

r x2
/ 1+ = dx. 2.1)
0 p

Dos livros de Stewart (2011, 2013), pode-se obter que a superficie de revolucio do
gréafico da pardbola y = % em torno do eixo y pode ser definida pelo grafico da fungao de

2 2
duas variaveis z = %. Além disso, a drea dessa superficie sobre o disco centrado na
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origem e raio r pode ser determinada por

2
o /0 " 2py- 1+ Z%dy. (2.2)

Ainda mais, fixado um ponto no grafico, a normal ao grafico de uma fungao real de
duas varidveis € definida pela reta perpendicular ao plano tangente ao gréfico neste ponto.

Apresentados os principios e fundamentos necessarios na elaboracdo do modelo e
para a construcdo do fogao solar, a seguir delineia-se a base tedrica para o tratamento
experimental do projeto.

Equacado diferencial ordindria e ajustes de curvas
Para a realizacao do experimento € necessdria a coleta e tratamento de dados. Na Secao
2.2 apresenta-se o processo da produgdo de dados, que parte da hipdtese que exista uma
tabela com dados coletados onde estao registrados os valores da temperatura em fun¢do do
tempo.

A Lei de Resfriamento de Newton (BOYCE; DIPRIMA, 1999, p. 37), nos diz que a
taxa de variagdo da temperatura de um objeto é proporcional a diferenca de temperatura
entre o objeto e o meio, ou seja,

T'(t) = —k-(T(1) — Ta), (2.3)

onde T'(¢) é a temperatura do objeto, Ty é a temperatura do meio e k é a constante de
proporcionalidade. Neste caso, a temperatura do objeto tende a se estabilizar na temperatura
do meio. Sua solu¢do € dada por

T(1) = (Tp—Ty)e M + Ty, (2.4)

onde Tp = T(0).

No entanto, em nosso contexto, considera-se que o sol é uma fonte de calor constante
para o fogdo solar, portanto a variagdo de temperatura do corpo a ser aquecido € acrescida
proporcionalmente ao fluxo de calor ¢, ou seja,

T'(t)=~k-(T(t) = Ta) +7- 9, (2.5)
onde r € a constante de proporcionalidade. Em resumo, esse modelo representa a taxa de

variacdo da temperatura do corpo, a partir da perda de calor para o meio e do ganho de
calor pela radiagdo solar. O modelo pode ser representado pela equagao

T'(t) = —k- (T(t) - (Ta - % : ¢>> , 2.6)

observando que essa equacgao diferencial de varidveis separaveis e considerando a condi¢ao
inicial Ty = T'(0), temos que a solugdo geral para o problema de valor inicial é dada por:

T(t) = (TO—(Ta—%cp))e*"%Ta—%-(p. 2.7)

Observe que esse modelo € matematicamente equivalente a Lei de Resfriamento de
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Newton. Essa familia de solucdes ¢ um dos modelos a serem ajustados ao conjunto de
dados. Outros modelos podem ser sugeridos, baseados na experi€ncia dos participantes do
projeto e nos objetivos que se tem ao desenvolver a atividade. Como em nosso caso busca-
se discutir ajuste de curvas, outros modelos matematicos (ndo fisicos) serdao abordados,
como o polinomial e etc.

Uma das principais ferramentas de ajustes de curvas a um conjunto de dados € o
Método dos Minimos Quadrados (RUGGIERO; LOPES, 1997; ANTON; RORRES, 2012).
Este método consiste em tomar uma familia de funcdes, indexadas por parametros, e
determinar um elemento dessa familia que minimize o erro total, E7, definido como a
soma das diferengas, entre o modelo, f(x;), e os dados experimentais, y;, a0 quadrado,
eXpresso por:

n
Er =Y (f(x) =), (2.8)
i=1
através da variacao dos parametros da funcdo, pois o erro total € uma funcdo dos parametros
da familia de fungdes.

A resolucdo dessa minimizagao, em geral, é realizada numericamente e esta disponivel
em diversos softwares, como: Microsoft® Excel®, LibreOffice Calc, GeoGebra, etc. Na
Secdo 2.2 apresenta-se o passo a passo da utilizacio de alguns softwares para o ajuste de
curvas.

Com os ajustes realizados pode-se efetuar a comparagdo dos mesmos, buscando expli-
citar aquele que melhor se ajustou ao conjunto de dados. Uma dessas medidas de ajuste é
o R-quadrado (R?), definida por Bussab e Morettin (2011) como:

X () =)
Y-y

onde y € a média dos valores experimentais, y;. O significado do R-quadrado, é uma
medida do erro do modelo com relagdo a variancia dos dados e essencialmente, quanto
mais proximo de 1 tem-se ajustes melhores, no sentido que o erro total € pequeno com
relacdo a variincia dos dados experimentais.

R2=1

(2.9)

Metodologia

A metodologia do projeto é caracterizada em vdrias etapas, descritas nas subsecdes a
seguir.

Elaboracdo de fogdo/forno Solar

O primeiro passo do projeto consiste em observar os modelos de Fogdes solares apre-
sentados em diversos trabalhos cientificos, veja (BIERMANN; GRUPP; PALMER, 1999,
CUCE; CUCE, 2013, KNUDSON, 2002, MACEDO NETO, 2011, RAMOS FILHO, 2011).
Em seguida foi definida a constru¢do de um modelo de fogdo solar do tipo concentrador:
modelo paraboloide.

Um dos objetivos, de cunho didético, do projeto tem como caracteristica trabalhar
com materiais de baixo custo, assim foi definido que os materiais utilizados deveriam ser
reciclados ou de baixo custo para aquisi¢ao.
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Como molde para construciao do fogdo solar foi utilizada uma pardbola. Para isso,
foram realizados os calculos para determinar o coeficiente p de uma fun¢ao do segundo
grau do tipo y = % Na sequéncia, plota-se no GeoGebra a parabola, que se exporta como
imagem para o LibreOffice Writer, ajustando o tamanho da figura, observando a régua
do LibreOffice Writer, posteriormente foi efetuada a impressdo em escala real da curva
geratriz da superficie reflexiva do fogao solar concentrador.

Na sequéncia, utilizando o molde, foram recortadas as placas de papeldo e utilizando
fitas adesivas e cola efetuou-se a montagem das estruturas de sustentacao do fogdo/forno
solar.

Com a estrutura finalizada, sua superficie foi revestida com papel laminado prata e
criado um suporte para um pequeno recipiente cujo centro de massa seja o ponto focal do
paraboloide. Para otimizar a absorc¢ao da radiacdo solar o recipiente foi coberto com uma
pintura na tonalidade preto fosco.

A experimentacdo de aquecimento no fogdo/forno solar concentrador

Para a realizacdo da experimentagdo, primeiro foi definido que ocorresse em horério
préximo ao meio-dia solar, devido a incidéncia da radiacdo solar ser mais intensa e o
posicionamento do fogao solar ser mais facil. O meio-dia solar de uma regiao pode
ser obtido de diversas formas, uma delas € através dos sites especializados, como o
https://time.is/ (TIME, 2019).

O segundo passo é o posicionamento do fogdo solar, que para o modelo de paraboloide
€ necessario alinhar o foco do mesmo, o seu vértice e o sol, ou seja, tornar esses trés pontos
colineares, pois assim tira-se 0 maximo de aproveito da geometria deste tipo de fogdo solar.
Caso o experimento seja longo, € recomendado o reposicionamento a cada 30 minutos no
maximo (RAMOS FILHO, 2011), que em nosso caso ndo foi necessdario.

Com o fogao solar posicionado, utilizando dois suportes, foi posto o termémetro, de
modo que ficasse dentro do recipiente quando fosse iniciado o experimento, e o celular para
filmagem do termdmetro. Para ndo prejudicar o experimento, o suporte do termdémetro,
deve interferir o minimo fazendo sombra sobre a superficie reflexiva. A opcdo pela
filmagem se deu por conta que essa forma de registro facilita e torna mais precisas as
medi¢des experimentais.

Em seguida, inicia-se a gravacdo, adiciona dgua a temperatura ambiente no recipiente,
que posteriormente € colocado no suporte do fogdo, com a ponteira do sensor do termome-
tro dentro da dgua. O tempo de gravacdo vai do interesse/propoésito dos elaboradores, mas
estudos relatam tempo de ebuli¢do da dgua de 25, 28 e 30 minutos (RAMOS FILHO, 2011),
que depende de muitos fatores e a melhor forma de obter essa informagdo € realizando a
experimentacdo até que o fendmeno ocorra.

A transcri¢do dos dados, a partir do video gravado, teve a seguinte metodologia: define-
se o tempo inicial igual a 0 e a temperatura inicial como a temperatura observada ao
posicionar o recipiente com dgua no fogdo solar. A partir desse momento, a cada minuto
o video era pausado e registrava-se a temperatura exibida no termometro. Os dados de
tempo e temperatura foram armazenados em uma planilha do LibreOffice Calc.

Com os dados registrados, utilizando o proprio LibreOffice Calc, foi gerado o grafico
de dispersdo dos pontos (Temperatura X Tempo), assim adicionando a linha de tendéncia e
a medida do R-quadrado, para os modelos padronizados fornecidos pelo LibreOffice Calc.

Para o ajuste utilizando o modelo dado pela equagdo diferencial da Lei de Resfriamento
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de Newton (2.4), a temperatura inicial Ty € dada pela medigao inicial e a de ebuli¢do da
dgua em Sinop, cidade em que realizou-se o experimento, foi de aproximadamente 98°.
Desta forma tem-se um tnico parametro livre, k, para o ajuste. No segundo modelo com
equacdo diferencial (2.7), o ajuste ocorre em todos os cinco parametros do modelo &, 7,
To,re¢.

Materiais utilizados

Em varias bibliografias encontra-se a utiliza¢do de diversos materiais para a constru¢ao
dos fogdes solares, por exemplo, nos trabalhos de Macedo Neto (2011) e Ramos Filho
(2011). Esta proposta busca a utilizagdo de materiais de baixo custo e de facil acesso.

Materiais para construcdo do fogdao solar

Os materiais utilizados foram:

4 caixas de papelao (as dimensdes de cada parede de cada caixa era no minimo 30cm
x 40cm);

1 cola branca pequena;

1 rolo de fita papel kraft adesiva;

1 rolo de fita adesiva dupla face;

1 folha de papel laminado prata (49cm x 59cm);
— 16 folhas sulfites A4 para impressao.

Para a construcao, foram necessérios:

— Lapis ou caneta;

Borracha;

Régua;

Tesoura;

Estilete.

Softwares utilizados

Foram utilizados os seguintes softwares:
— GeoGebra Classic 6.0 para geracdo do formato base, uma pardbola;
— Calc do LibreOffice 6.2 para geracao de gréficos e andlise dos dados.

Material para coleta de dados

Foram utilizados os seguintes materiais para coleta de dados:
Becker graduado 50m/;

Tripé com apoio para fixacao de celular;

Celular, com camera filmadora;

Suporte para fixar o termdmetro;

Termdmetro que mede de 0 °C a 200 °C.

Desenvolvimento do projeto

O projeto ocorreu em duas etapas, a primeira para a construcao do fogao solar em formato
paraboloide e a segunda a experimentacao.
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Modelagem e construcdo do fogdo solar em formato paraboloide

Inicia-se o processo de modelagem justificando a escolha do modelo de superficie parabo-
loide. A justificativa dada € devido a suas propriedades geométricas, quando revestido de
material reflexivo e posicionado adequadamente, implicam na caracteristica de concentra-
dor de raios solares, assim caracterizando o mesmo como um fogao solar.

Devido a distancia da Terra ao Sol ser consideravelmente grande, pode-se supor que os
raios solares que incidem sobre a Terra chegam de forma paralela. Assim, ao considerar
um paraboloide, com superficie reflexiva e eixo de simetria apontando para o sol, tem-se
que os raios refletem na superficie do paraboloide em dire¢ao ao foco do paraboloide,
obtendo assim o efeito de concentrador de raios solares.

De fato, observe na Figura 2.2 a representacdo da incidéncia solar sobre a superficie do
paraboloide.

T PRI PRI LIET I"II

Figura 2.2: Representacdo da incidéncia solar no ponto P do paraboloide.

A reta normal ao gréfico de uma funcao de duas varidveis no ponto P € determinada
pelo vetor normal ao plano tangente a superficie neste ponto. Neste caso, como a superficie
2 . L
¢ o grafico de g(x,y) = % e considerando P = (xp,y,,z0) pertencente ao gréfico de g, o
vetor normal é dado por

dg dg X0 Yo
N=|== - —1)=—,—,—-1]. 2.10
<ax(x07y0),ay(x07y0)7 ) <p7 p: ( )
Portanto a reta normal ao grafico de g, no ponto P, pode ser parametrizada da seguinte
forma

n(t):t'N—i_P:t'(%:%a_ )‘f‘(x();)’O,ZO): teR. (211)
Assim para t, = —p, tem-se n(t.) = (0,0, p+zo) pertencente ao eixo z. Logo a reta

normal n passa pelo eixo z.

Pela Primeira Lei da Reflexao, tem-se que a reta normal ao plano tangente no ponto P
(que por definicao € a reta normal a superficie em P) e os raios de incidéncia e reflexdo
sdo coplanares. Como o raio de incidéncia € paralelo ao eixo z e a reta normal intersecta
este eixo, € facil concluir que o eixo z estd contido nesse plano dado pela Primeira Lei da
Reflexdo, conforme pode-se observar na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Retas Coplanares: Incidéncia solar, reta normal e eixo z.

Como o plano dado pela Primeira Lei da Reflexdo contém o eixo de simetria do
paraboloide, segue que o mesmo consiste em uma secao vertical do paraboloide, ou seja,
uma parabola. Considerados os elementos na secdo vertical, pela Segunda Lei da Reflexao,
os angulos de incidéncia e reflexdo sdo congruentes, conforme apresentado na Figura 2.4.

Raio|Solar

Raio Refletido

S i N

Figura 2.4: Representacio da Segunda Lei da Reflexdo na sec¢@o do paraboloide.

Agora, serdo analisadas algumas propriedades da pardbola. Por defini¢do, a pardbola
consiste no lugar geométrico formado pelos pontos do plano equidistante do foco e da
diretriz, conforme pode-se observar na Figura 2.5.

o

Diretriz ]

Figura 2.5: Representacdo da definicdo de pardbola.
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Considere agora a Figura 2.6, onde foi tracada a reta suporte da altura do tridngulo
formado pelos pontos P (ponto na pardbola), F' (Foco) e N (Mediatriz), relativa ao lado
FN.

Diretriz

Figura 2.6: Triangulo definido pelo foco, ponto na pardbola e a projecdo deste na diretriz.

Como o triangulo FPN € isésceles, com base F'N, tem-se os angulos da base iguais,
como os tridngulos FOP e NOP, sdo retangulos com um angulo correspondente congruente
e um lado coincidente, segue que os tridngulos F OP e NOP sdo congruentes, em particular
os angulos internos a esses triangulos em P sao congruentes.

. . . ’ ~ 2
Ainda mais, considerando que a pardbola tem equagdo f(x) = ;—p, tem-se que a reta

_ —p — (0.2 - ' _-r
passando por N = (xo, 5~) e F = (0, 5), possui coeficiente angular m = <=, como essa

reta € perpendicular a reta passando por O e P, segue que o coeficiente dessa ultima é
X0
E

Como o coeficiente angular da reta tangente em P é f'(xg) = %, o coeficiente angular
dareta passando por O e P e ambas passam pelo ponto P, segue que ambas sao coincidentes.

Assim pode-se representar o resultado como na Figura 2.7.

my =

\ Raiol Solar P
nlrl)
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Figura 2.7: Propriedade da pardbola dada pela reta tangente.

Retomando o problema da reflexdo no paraboloide, da Figura 2.4, pode-se facilmente
obter o seguinte resultado representado na Figura 2.8.
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Raio Refletido Reta Tangente
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Figura 2.8: Equidade entre os dngulos: raio solar e raio refletido com a reta tangente.

Portanto, observando as Figuras 2.7 e 2.8 , concluimos que o ponto de interseccao do
raio refletido com o eixo de simetria do paraboloide é exatamente o foco do paraboloide, o
que justifica este modelo ser denominado fogdo solar do tipo concentrador.

Justificado o formato do fogdo solar, inicia-se o processo de modelacdo e construcdo
do mesmo. A superficie reflexiva a ser construida é no formato de um paraboloide,
conforme observado anteriormente, como objeto matematico, pode ser interpretado como
uma superficie de revolucdo do arco de uma pardbola em torno do seu eixo de simetria,
conforme Figura 2.9.

Rotacdo

Eixo Y

Figura 2.9: Representacido do modelo paraboloide como superficie de revolugdo de uma paréabola.

Por questdes de simplificagdo considera-se que a pardbola estd posicionada com seu
vértice na origem do plano cartesiano e sua diretriz € paralela ao eixo x. Assim a mesma
pode ser identificada por uma fun¢do quadratica do tipo:

fx) =5, (2.12)

onde p € a distancia Foco-Vértice e Diretriz-Vértice.

Devido a limita¢do do dimensionamento da folha de papel laminado de 49cm x 59cm
que serd utilizado, a pardbola a ser utilizada como base deve ter um comprimento de arco
total com medida menor que 49cm. Para isso, basta que

b 2 4
/,h+%mgﬁ, 2.13)
0 p 2

onde b > 0 e representa o valor maximo de x, ou seja, a distdncia maxima que o paraboloide
ou a parabola se afasta do seu eixo de simetria, conforme Figura 2.10.
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f(b)

7
Figura 2.10: Representacéo do arco da parabola no intervalo de 0 a b.

Por questdes de facilidade de manuseio, € preferivel que o foco (F) do paraboloide, e
consequentemente da pardbola, fosse na mesma altura que o bordo da superficie (curva, no
caso da parédbola), ou seja, F' = (0, f(b)). Por defini¢do de pardbola, tem-se que o foco e a
diretriz sdo equidistantes a qualquer ponto da parabola. Observe a Figura 2.11.

p .
,2 = I“’pj ,-"/-l
e  |b=p
I
g = Jrlzlrl]

Reta Diretriz

Figura 2.11: Representagdo da equidistancia do foco e da diretriz aos pontos da pardbola.

Portanto, conforme observa-se na Figura 2.11, segue que

b=p. (2.14)

Substituindo b em (2.13) e calculando a integral, obtém-se

49 4 x2 1
- > PR = — . .
> /0 \[ 1+ —5dx 5P (\/§+arcsenh(1)> (2.15)

49
<
P= /2 +arcsenh(1)

Por simplicidade, foi considerado p = 20. Assim facilita-se 0 manuseio dos experi-
mentos, ficando o ponto focal a 10cm do vértice e a fungdo dada por f(x) = %, com x
variando no intervalo de Ocm a 20cm, o comprimento de arco € de aproximadamente 23cm,
conforme mostra a Figura 2.12.

Portanto,

~21,3. (2.16)
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Figura 2.12: Representagio do arco de parabola definido para o modelo (medidas em cm).

Antes de iniciar o processo de construcdo, pode-se determinar a drea de reflexdo do
paraboloide. Utilizando a férmula para a drea de superficie de revolug@o, com r = p = 20
tem-se, para o paraboloide modelado, uma area de

2
= 10
A=271:/2p \/2py- 1—|—2%dy=47r\/ 10/ Y+ 10dy ~ 1531em?. (2.17)
0 0

Com base na Figura 2.12, foram feitas 16 impressdes da pardbola, em escala real, e
que posteriormente foram coladas em placas de papelao e recortadas, conforme observa-se
na Figura 2.13.

Figura 2.13: Imagens da pardbola coladas em placas de papeldo.

Ap6s destacar a drea a ser trabalhada, estas foram cortadas como parabolas, conforme
mostra a Figura 2.14.
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o — -

Figura 2.14: Imagem do recorde das placas de papeldo.

Posteriormente, foram coladas numa placa circular com raio de 20cm e marcagdes
raiais a cada 22,5°. Setores circulares de papeldo foram utilizados como cunhas para uma
melhor fixacdo, conforme mostra a Figura 2.15.

Figura 2.15: Imagens das placas coladas na base.

O resultado final das colagens das sessdes em formato de pardbolas, pode ser observado
na Figura 2.16.
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Figura 2.16: Resultado final das placas coladas na base.

Para se criar uma estrutura que possa colar o papel reflexivo, foram fixadas faixas de
fita de papel kraft adesiva, conforme Figura 2.17.

Figura 2.17: Amarragdo das placas com fitas de papel kraft adesivas.

Para a pavimentagdo da superficie, foi recortado um circulo de raio 23cm da folha de
papel laminado, que posteriormente foi subdividido em 16 setores circulares com angulo
de 22,5° cada. Na fixacao dos setores circulares do papel laminado foi utilizada fita dupla
face, havendo uma leve sobreposi¢ao nas bordas laterais, conforme pode ser observado nas
Figuras 2.18 e 2.19.
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Figura 2.18: Pavimentagao parcial da superficie do paraboloide com papel laminado.

Figura 2.19: Pavimentacao completa da superficie do paraboloide com papel laminado.

Com a superficie do fogao solar finalizada, foi necessaria a constru¢do de um suporte
para um pequeno recipiente a ser posto no foco do paraboloide. O recipiente definido foi
um pequeno copo de aluminio, feito a partir do reaproveitamento de um capacitor de ar
condicionado, pintado externamente com tinta preta fosca, para uma melhor absor¢do do
calor, conforme pode-se observar na Figura 2.20.
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Figura 2.20: Recipiente de aluminio pintado na cor preto fosco.

Como o recipiente possui 6¢m de altura, foi construido uma haste que apés fixada no
vértice da superficie do paraboloide a mesma ficou com 7¢m de altura, pois ao colocar o
recipiente, o foco da superficie estard no centro de massa do recipiente (esta medida foi
considerada como se o recipiente fosse um cilindro sélido e compacto), como pode-se
observar na Figura 2.21.

Figura 2.21: Suporte feito com papel, em formato de cruz e fixado por uma haste no vértice do paraboloide.

A Figura 2.22 mostra o copo posicionado no suporte, que foi posicionado de forma
inclinada, alinhando o eixo de simetria da superficie do paraboloide com o sol.
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Figura 2.22: Forno solar paraboloide finalizado.

Pode-se observar a intensa concentragdo dos raios solares, de modo que parte do copo
representa ter cor prateada, um contraste com a cor real do recipiente.

Resultados da experimentacdo

O experimento foi realizado no dia 23 de marco de 2019, consistindo em monitorar o
aquecimento de 50m/ de 4gua colocado num recipiente de aluminio revestida com tinta
acrilica fosca preta sobre o suporte do fogdo solar construido e apresentado na Se¢do 2.4.1,
este experimento foi feito as 11 horas e 7 minutos da manha, pois o céu estava limpo até
entao.

O meio-dia solar ocorreu nesta data as 11 horas e 45 minutos, assim foram efetuados
ajustes de posicionamento do fogdo solar, de forma que o eixo vertical do paraboloide em
paralelo aos raios solares tornando sua sombra um tnico ponto.

O monitoramento ocorreu através da gravacao de um video do termdmetro, que nesse
caso era de mercirio e mede temperaturas entre 0 a 200 graus Celsius, conforme mostra a
Figura 2.23.

Figura 2.23: Realizacdo do Experimento.
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Ap6s a realizacao do experimento, os dados foram coletados a partir da gravagdo e
sistematizados no Quadro 2.1.

Tempo (min) Temperatura

0 40
1 48
2 58
3 66
4 74
5 80
6 84
7 86
8 88
9 90

10 90

T 90

12 84

13 78

14 76

15 74

16 70

Quadro 2.1.: Dados coletados de temperaturas (°C) do experimento em func¢do do tempo (min.).

Analisando o Quadro 2.1, podemos considerar que houve 3 minutos de estabilidade no
aquecimento da 4gua, uma vez que o dia ndo estava com o céu totalmente limpo de nuvens
ap6s 11 minutos de experimento. O céu comegou a ficou nublado, impedindo a passagem
da luz solar de forma intensa, acarretando um processo de resfriamento.

Neste ponto, pode-se trabalhar alguns processos de modelagem matematica, no inter-
valo de tempo de 0 a 11 minutos, pois ao gerar o grafico de dispersdo neste intervalo de
tempo, pode-se observar uma distribui¢do préxima a um trecho crescente de uma pardbola
com concavidade para baixo.
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Figura 2.24: Grafico com os dados experimentais coletados: tempo(min.) vs temperaturas (° C).
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Sendo assim, trabalhou-se trés tipos de modelagem, uma usando uma regressao polino-
mial de grau 2, cuja func¢do € obtida por

y(t) = —0,5611*> +10,731 + 39,15, (2.18)
com R? = 0,99767.

Lembrando que se a d4gua pudesse entrar em ebuli¢do e os raios solares serem constantes
sem a interferéncia das nuvens, o sistema seria de um aquecimento sem resfriamento,
ou seja, a temperatura subiria até a temperatura de equilibrio do sistema, neste caso a
regressao polinomial ndo € a melhor modelagem matemadtica do experimento, sendo assim,
considerando o primeiro modelo de EDO, dado a partir da Lei de Resfriamento de Newton,
com a seguinte solucao

T(t) = (To—To)e ™M + Ty, (2.19)

nas quais Ty € a temperatura inicial, Ty a temperatura de ebulicdo da dgua na altitude
que esté sendo elaborado o experimento, que é de 98°C (pois esta temperatura foi obtida
medindo a ebuli¢do da 4gua com o mesmo termOmetro) e k € uma constante dada por

To—T()
In (% 10)
k=————2~ (2.20)
t
em que 7 € o instante no qual a temperatura se manteve constante, isto é, f = 9. Nesta

modelagem obteve-se a solugdo

T(t) = —58¢ 92201 1 98, (2.21)

com R?> = 0,99158. Apesar deste valor ser menor que o da modelagem usando uma
regressao polinomial de grau 2, esta representa melhor a realidade fisica do problema, caso
0 aquecimento ndo tenha resfriamento.

Matematicamente, o segundo modelo dado por equacdes diferenciais, com solugcdo
r _ r
T(t)=(To— (Tut - 0))e “+Tut 90, (2.22)

€ equivalente ao primeiro modelo com EDO, porém sua solugdo geral é dada em fungdo de
cinco parametros. Utilizando o GeoGebra € possivel realizar o ajuste de familias arbitrarias,
com uma enorme gama de parametros, o que nds fazemos nesse caso, deixando todos os
cincos parametros livres para o ajuste de curva as temperaturas coletadas. O resultado foi
a funcdo

T(1) = —58.7201e "% 1 96,510, (2.23)
com R? =0,9919.

O Quadro 2.2 traz os dados experimentais (tempo e temperatura) e os resultados dados
pelos modelos dados pelas equagdes (2.18), (2.21) e (2.23), respectivamente denominados
Modelo Polinomial, Modelo 1 de EDO e Modelo 2 de EDO. A Figura 2.25 apresenta o
plano cartesiano com os dados experimentais e os graficos dos modelos supracitados.
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Tempo Temperatura Modelo1lde EDO Modelo 2de EDO Modelo Polinomial

(min) (graus Celsius) de grau 2
0 40 40,0000 37,7899 39,1500
1 48 51,4591 50,0597 49,3190
2 58 60,6542 59,7657 58,3660
3 66 68,0326 67,4436 66,2910
4 74 73,9533 73,5172 73,0940
5 80 78,7042 78,3216 78,7750
6 84 82,5165 82,1222 83,3340
7 86 85,5756 85,1286 86,7710
8 88 88,0303 87,5068 89,0860
9 90 90,0000 89,3880 90,2790
10 90 91,5806 90,8762 90,3500
11 90 92,8489 92,0534 89,2990

Quadro 2.2.: Dados coletados de temperaturas do experimento e os resultados dos modelos.
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Figura 2.25: Grifico com os dados coletados e os modelos continuos utilizados.

Destaca-se que os modelos utilizados foram satisfatdrios ao propdsito do projeto, mas
¢é sabido que outros modelos podem ser utilizados, bem como explorar outros aspectos
relativos a utilizagdo do fogao solar.

Consideracoes finais

O desenvolvimento deste projeto permite discutir matemadtica basica e de nivel superior a
partir de uma situag@o problema importante no contexto social, o da utilizacao de energias
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renovaveis, precisamente a energia solar, visando a sustentabilidade, tema atualmente
presente em nossa sociedade.

A proposta tem um cardter interdisciplinar, mesmo que nao tenha sido aprofundado,
neste desenvolvimento, aspectos fisicos e quimicos da utilizacdo de um fogdo solar.

Especificamente na Matematica, esta proposta contribui na prética da utilizacao de
técnicas de modelagem: ajuste de curvas e equagdes diferenciais, avangca no campo
das ciéncias experimentais, através da coleta e tratamento de dados, e na utilizacdo de
medidas de ajuste para andlise qualitativa. Em todo esse percurso, o projeto faz uso de
softwares matematicos, ampliando o conjunto de instrumentos frente a problemas da 4rea
de Matemdtica.

Uma contribui¢do deste projeto € a solidificacdo do significado de pardbola para
0s participantes, pois esse conceito matematico € explorado em trés linhas principais:
geométrico, algébrico/analitico e fisico, que sdo fundamentais para a resolucdo de um
problema real/concreto e na produ¢do de um produto tecnolégico. Para além dos aspectos
basicos, o projeto avanga em questdes mais delicadas como o comprimento de arco da
parabola e na area superficial do paraboloide.

Este projeto possui um grande potencial para a inovacao nos modelos de fogdes/fornos
solares, nos tipos de utilizacdo/finalidade e nos materiais utilizados em sua producdo. Além
de possuir uma flexibilizacdo quanto as diferentes dreas no qual esteja inserido, podendo
escolher algum aspecto especifico de interesse da drea em questao.

Finalmente, destaca-se que o projeto pode ser utilizado no Ensino Médio, para a
discussao do conceito de pardbola e da reflexdo da luz, de forma isolada ou interdisciplinar.
A parte experimental, especificamente, pode ser utilizada no ensino de fungdes e gréficos,
explorando aspectos assintéticos e fazendo uso de softwares para os ajustes, mas focando
na interpretagdo dos graficos das fun¢des, em detrimento da fundamentagao tedrica de
ajustes de curvas.
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Apresentacdo

Contetidos explorados: Congruéncia, divisibilidade no conjunto dos Inteiros (Z), Algo-
ritmo da Divisdo de Euclides, programacgao de algoritmos e o uso do software VisuAlg.
Objetivo: Apresentar um estudo sobre 0s conceitos matematicos presentes na construgcao
dos niimeros de CPF (Cadastro de Pessoas Fisicas). Por meio do software VisuAlg, pos-
sibilitar a compreensdo de como fazer a programacao de um algoritmo, e utiliza-lo em
aplicacdes através de um exemplo.

Publico alve: O projeto pode ser utilizado em cursos de Algoritmos e Programacio,
Teoria dos Numeros e Estruturas Algébricas. Poderia ser utilizado como complemento
de conteudo e curiosidade sobre a Matematica aplicada no mundo real, nas séries finais
do Ensino Médio, desde que seja feita uma boa explanagdo dos conceitos envolvidos na
aplicacao.

Tempo previsto de execucao: Entre 16 horas (exposicao do contetido e atendimento)
+ 16 horas de dedicagdo extra classe (criagdo do algoritmo, elaboracdo do relatério e
apresentagdo).

Aplicacdo explorada

No decorrer do tempo, os setores de comércio e comunicagdo mundial ampliaram-se
significativamente devido aos avancgos tecnoldgicos. Assim, necessitou-se de que as
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pessoas, empresas e produtos em geral, fossem identificados de forma tnica. Neste sentido,
passou-se a utilizar, na maioria dos casos, cddigos numéricos para fazer tal identificagao.

A utilizacao de codigos numéricos € cada vez mais comum no cotidiano das pessoas,
e nés os utilizamos a todo instante, seja ao pagar um boleto, fazer uma compra no
supermercado, ou até mesmo ao usar nossos documentos pessoais, etc. O uso destes
codigos possui algumas vantagens, como registrar uma maior quantidade de informacdes,
e facilitar a interpretacdo e reconhecimento das mesmas em diferentes lugares do mundo
(MACHADO, 2016).

Contudo, sua principal desvantagem € a dificuldade de encontrar a presenga de erros.
Por exemplo, ao digitar a palavra “educagau”, percebe-se claramente que existe uma troca
de letras na digitagcao da palavra, no entanto, ndo é possivel dizer o mesmo ao digitar um
numero, por exemplo, ”1237”. Assim, com o intuito de contornar tal dificuldade, foram
criados os chamados digitos verificadores (DV) para alguns cddigos, que sdo obtidos por
meio de operacdes matematicas com os outros digitos do cddigo e capazes de eliminar a
maioria dos erros da entrada de dados em sistemas computacionais.

Em sistemas com digitos de verificacdo ndo espera-se que o erro seja corrigido auto-
maticamente, mas que o sistema alerte o operador da ocorréncia de um erro para que o
mesmo possa reescrever o numero (PICADO, 2001).

Assim, se definissemos uma sequéncia com 4 algarismos, cuja o quarto termo seja a
soma dos outros 3, veriamos facilmente que na sequéncia 1237 existe um erro de digitacdo,
pois 1 +2+3 =6 # 7. Portanto, ressaltamos a importancia dos cédigos verificadores de
erros, visto que os mesmos sdo utilizados, principalmente, com a finalidade de detectar
erros cometidos por operadores humanos, como na situagdo descrita anteriormente, onde
houve a troca de algum nimero, fazendo com que o dltimo digito nao fosse a soma dos
trés primeiros.

Os digitos verificadores sao essenciais para a identificagio e transmissao precisa de
informacgdes e, além disso, servem como um exemplo de aplicacdo da Teoria dos Numeros
no mundo real, pois esses codigos numéricos sdo utilizados em diversas situacdes presentes
no nosso cotidiano, como por exemplo, o CPF e cédigos de barras (REIS, 2011). Assim, é
possivel que o aluno faga uma tranposicao entre teoria e a pratica, com a possibilidade de
verificar se os conceitos tedricos que adquiriu em sala se aplicam em sua realidade.

Justificativa do projeto

Programas como o VisuAlg, Geogebra e Super Logo, entre outros, podem ser utilizados
como recurso pedagdgico auxiliar ao ministrar uma aula. Essas tecnologias foram criadas
com o intuito de auxiliar tanto o professor, quanto o aluno no processo de ensino e
aprendizagem da Matematica. Ha trés décadas o uso das tecnologias digitais como
ferramenta de ensino tem sido estudada, e influencia varias pesquisas no Brasil desde
entao.

Com o passar dos anos, a tecnologia evoluiu e algumas preocupacdes foram surgindo.
Segundo Borba e Penteado (2002) a desumanizagao do aluno e a ideia que o computador
privaria o aluno da utilizacao de seu raciocinio l6gico, eram os principais argumentos dos
professores que repudiavam a ideia da utilizacdo destas tecnologias para o ensino. Desta
forma, a aplicagdo destas tecnologias pode ser utilizada apenas como suporte no ensino e
entendimento do contetdo lecionado.

Existe ainda a possibilidade de aplicacao deste projeto em turmas do Ensino Médio,



3.1.2

3.1 Aplicacdo explorada 61

para isso basta adaptar o contetido aqui explorado e ter um laboratério de informética
disponivel na escola para o desenvolvimento do algoritmo. Esta pratica permite o uso de
TIC’s em sala de aula e de uma atividade prética para o melhor entendimento do aluno
sobre alguns contetudos tedricos.

Segundo Gemignani:

Mais que possibilitar o dominio dos conhecimentos, cremos que hé a
necessidade de formar professores que aprendam a pensar, a correlacionar
teoria e pratica, a buscar, de modo criativo e adequado as necessidades
da sociedade, a resolucdo dos problemas que emergem no dia-a-dia da
escola e no cotidiano. (GEMIGNANI, 2012, p.6)

Ao introduzir metodologias ativas de ensino-aprendizagem na pratica docente, o pro-
fessor torna-se mais reflexivo, dialégico, multiprofissional e competente para atuar nos
processos de gestdo e planejamento educacional em cendrios de aprendizagens signifi-
cativos e na intervencao em problemas demandados pelos ambientes de aprendizagem
(GEMIGNANTI, 2012).

Dessa forma, este projeto busca propor um estudo sobre a relacdo de alguns contetddos
basicos como Congruéncias e a Teoria da Divisibilidade com uma aplica¢dao muito utilizada:
a validagdo dos digitos verificadores de um CPF. Além disso, por meio do programa livre
VisuAlg, serd possivel através de um tutorial, que o leitor, sem qualquer tipo de experiéncia
prévia, programe um algoritmo que calcule a autenticidade de um CPF (Cadastro de
Pessoas Fisicas). Ressalta-se que, esta autenticidade ndo torna um CPF valido, pois é
necessario que este nimero esteja cadastrado no banco de dados da Receita Federal.

Fundamentacdo teérica

O Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF), cuja principal fun¢do € a identificacdo de pessoas,
surgiu no ano de 1968, no entanto, a sua forma com 11 numeros, que vigora até hoje,
foi implementada apenas em 1972. Desde entdo, o CPF de uma pessoa € composto de
11 digitos separados em dois blocos, o primeiro bloco é constituido por 9 algarismos e o
segundo bloco por apenas 2 algarismos, e estes sdo conhecidos como digitos verificadores.
Nesta sequéncia numérica o nono algarismo € fixo, e indica a regido fiscal de inscri¢do em
que o documento foi feito (BRASIL, 2016).

Com o desenvolvimento desse projeto, pretende-se criar um algoritmo de programagao
capaz de calcular ou verificar de forma dinamica os valores dos digitos verificadores do CPF,
uma vez que os mesmos sao definidos de acordo com operacdes matemdticas envolvendo
os demais digitos. Para tanto, é necessario realizar uma breve discussao sobre os conceitos
de Divisibilidade nos Inteiros (Z), Algoritmo da Divisdo de Euclides, Congruéncias e
Algoritmos de Programacao, pois estes assuntos estdo diretamente relacionados com a
aplicacao explorada.

Divisibilidade nos Inteiros (Z)
Definicdo: Sejam a e b € Z, diz-se que a € divisor de b, ou ainda b € divisivel por a, se
e somente se existe ¢ € Z tal que b = a - ¢, e utiliza-se a seguinte notagdo a | b e 1&-se “a

divide b”. Se nio existe ¢ € Z tal que b = a- ¢, temos que a 1 b e 1é-se “a ndo divide b”
(DOMINGUES; IEZZI, 2003).
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Algoritmo da DivisGo de Euclides

Dados um inteiro b qualquer e um inteiro estritamente positivo a, pode-se determinar um
par de ndmeros inteiros ¢ e r, tais que:

b=a-g+r com 0<r<a (3.1

onde b € o dividendo, a € o divisor, g € o quociente e r € o resto da divisdo euclidiana de b
por a. Para cada par a, b dado, os nimeros inteiros ¢ e r sdo unicamente determinados.
Para mais detalhes ler a referéncia Domingues e Iezzi (2003).

Demonstragcdo: Dados os ndmeros inteiros a € b, podemos analisar duas possibilidades:

a) b pode ser multiplo de a, sendo assim, temos que b = a - g.

b) Na segunda podemos analisar que b estd situado entre dois nimeros multiplos de a, ou
seja, existe um inteiro ¢ tal que a- ¢ < b < a-(g+1). Subtraindo a - g desta equagio,
temos que 0 < b—a-q < a. Considerando b —¢q-a =r, obtemos que b =a-qg+r,
onde 0 <r<a.

Considerando estas duas possibilidades pode-se concluir que dados dois nimeros
inteiros a e b, com a > 0, sempre pode-se encontrar dois inteiros g € r que podem satisfazer
a equacgdo (3.1). Nos casos em que r = 0 temos que b € um multiplo de a.

Para mostrar a unicidade de g e r, suponhamos que exista um segundo par de inteiros
que satisfaz a equacdo (3.1) ou seja, b =a-¢q; +ry, com 0 < r; < a, entdo:

a-g+r=a-q;+r. (3.2)

Assim
a-(g—q1)=ri—r. (3.3)
Supondo que r # ry, para casos em que r > rq, temos que o segundo membro da

equacdo (3.3) é estritamente negativo, e como a > 0, teremos que (¢ — ¢1) também ¢é
negativo. Portanto,

(g1—¢q)>0=(q1—q) >1 (3.4)

Porém, se isolarmos r na equagado a- (q; —q) = r — ry, temos que:

r=a-(q1—q)+ri. (3.5)

Entdo, como b > 0,r; > 0e (q; —q) > 1, da dltima equacdo (3.5), segue que r > a, 0
que € uma contradicdo. Se for suposto que r; > r, chegamos também a uma contradi¢cao
andloga, o que nos garante que r| = r.

Uma vez que provamos que r; = r, temos que o segundo membro da equacgdo (3.3) é
Zero, entdao teremos que

a-(q—q1)=0. (3.6)

Para que esta igualdade seja verdadeira, precisamos que a = 0 ou g; —g = 0. Como
a > 0, resulta em g1 — g = 0. Portanto, garantimos que q; = q.

Congruéncias
Temos por defini¢do de congruéncia que dados a, b e m nimeros inteiros quaisquer, com
m > 0, diz-se que a é cdngruo a b mddulo m se e somente se m | (a — b), em outros termos,
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se a —b = m- g para um conveniente inteiro ¢g. Utilizando essa notacao:

a=b(modm)<m|(a—D>b). 3.7)

Observamos que um niimero € sempre congruo ao seu resto em uma divisdo por um
inteiro. De fato, por hipétese, temos pelo Algoritmo da Divisdao de Euclides que a =
m-q—+b,com 0 < b < m, para algum inteiro g que seja conveniente, e entdo, a —b =m-q,
de onde a € congruo ao seu resto na divisao por m. Assim, uma outra caracterizacdo de
congruéncia € que se dois numeros inteiros sdo congruos médulo m, com m > 0, m € Z,
entdo apresentam o mesmo resto na divisdo por m, sendo que essa divisdo € feita apenas
no conjunto Z. Um estudo detalhado sobre este tipo de proposi¢des pode ser encontrado
na referéncia Domingues e Iezzi (2003).

Exemplos:
* 7=2(mod 5) < 5| (7—2), e de fato 7 é congruente a2 médulo 5, e como 0 <2 < 5,
entdo 2 € o resto na divisdo de 7 por 5.
* 25=0(mod 5) & 5| (25—0), e de fato 25 é congruente a 0 médulo 5, pois 25 é
um multiplode 5: 25=5-¢+40, com g = 5.

Programacado de Algoritmos

O termo algoritmo, atualmente tem sido relacionado a computacdo, mas este ndao € um
termo restrito a essa drea ou que tenha nascido dela. Segundo Medina e Fertig (2005) a
palavra algoritmo vem do nome do matematico iraniano Abu Abdullah Mohammad Ibn
Musa al-Khawarizmi, que viveu no século XVII, e é considerado o fundador da Algebra.

Vejamos algumas defini¢cdes de algoritmo segundo Medina e Fertig (2005):

* Um procedimento passo a passo para a solu¢do de um problema;

* Uma sequéncia detalhada de acdes a serem executadas para realizar alguma tarefa.

Assim, algumas ac¢des, como o preparo de um bolo seguindo uma receita, constituem
um algoritmo. Um algoritmo pode ser escrito em diversas linguagens, alguns exemplos
sdo: a linguagem natural, linguagem de méquina, linguagem de baixo nivel e a linguagem
de alto nivel (MEDINA; FERTIG, 2005). A linguagem natural é a nossa linguagem, que
utilizamos no dia a dia, este tipo de linguagem s6 € utilizada na representacio narrativa de
algoritmos, como por exemplo na descricdo de uma receita, em tutoriais, etc.

A linguagem natural ndo € uma linguagem de programacao, pois essa linguagem
apresenta ambiguidades, como frases que possuem vdrias interpretacdes, que ndo seriam
possiveis de serem decodificadas por um computador. Um computador nio € capaz
de tomar decisdes ou escolher alternativas sozinho, por este motivo, a linguagem de
programacao precisa ter rigidez sintdtica e semantica, para que o programa ou algoritmo
criado ndo possua ambiguidades.

Segundo Ferrari e Cechinel (2010, p.20), a linguagem de mdquina “[...] € composta
somente por nimeros, representados de forma bindria, que, sob o ponto de vista do
computador, representam as operacdes e os operandos que serdo usados no processamento
do programa”. Um algoritmo escrito em linguagem natural, sé pode ser chamado de
programa, quando for escrito em linguagem de méquina.

Classifica-se uma linguagem de programacao segundo a sua proximidade com a lin-
guagem de miquina. Quanto maior a sua semelhanga com a linguagem de maquina, mais
baixo € o nivel da linguagem. Linguagens de baixo nivel sao aquelas mais préximas a
linguagem de mdaquina e, analogamente, as de alto nivel sdo aquelas mais distantes da
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linguagem de mdquina, e mais proximas da nossa linguagem natural.

Existem diversas formas de representar algoritmos, duas delas sdo o fluxograma e o
pseudocddigo. Os fluxogramas apresentam algoritmos de forma gréfica, sdo formados por
caixas que contém instrugdes para serem executadas, tais caixas sdo ligadas por setas que
indicam o fluxo das a¢des. Algumas destas estruturas t€ém formatos especificos que indicam
acOes precisas, utilizadas para representar situacdes que podem ocorrer na execucao do
algoritmo. Na Figura 3.1, podemos ver exemplos de algumas destas estruturas que sao
utilizadas em um fluxograma.

INICIO FIM

ENTRADA
MANUAL SAIDA -

u :

ESTRUTURA DE M PROCESSAMENTO PROCESSAMENTO
DECISAO | TIPO 1 TIPO 2
A
NAO

Figura 3.1: Principais Estruturas de um Fluxograma.

Segundo Medina e Fertig:

A representagdo de algoritmos por meio de fluxogramas tem uma série de
vantagens. A primeira é a facilidade proporcionada para a compreensao
do funcionamento do algoritmo, mesmo para os leigos. Algumas pessoas
também se adaptam bem ao desenvolvimento de algoritmos sob essa
representacdo. (MEDINA; FERTIG, 2005, p.21).

Porém, essa representacdo gréfica ndo € prética, ja que para algoritmos complexos, esta
tarefa seria extremamente trabalhosa, e ocuparia diversas paginas. Desta forma, a utilizacdo
do fluxograma € desaconselhdvel como sendo a ferramenta principal do desenvolvimento
de um algoritmo, sendo utilizado somente em algoritmos simples, sem entrar em muitos
detalhes da sua implementagdo.

O pseudocddigo, que também € conhecido como portugués estruturado, ou Portugol,
tem um grau de rigidez sintdtica intermedidria entre a nossa linguagem natural e a lingua-
gem de programacgdo. Segundo Manso, Oliveira e Marques (2009, p.2) “[..] a defini¢do da
linguagem Portugol norteou-se por trés principios: possuir as estruturas de programagao
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necessdrias para o desenvolvimento do raciocinio algoritmico; ser facil de aprender e
permitir uma transicao suave para as linguagens de alto nivel”. Nele podemos utilizar
nosso idioma nativo para programar, com algumas palavras reservadas, geralmente em
inglés, que indicam ag¢des especificas.

Para este projeto, trabalharemos utilizando o programa de c6digo gratuito VisuAlg, que
¢ um programa de interpretacio e execugdo de algoritmos. O VisuAlg tem uma linguagem
muito préxima ao pseudocddigo (Portugol), ou seja, ao portugués estruturado.

Metodologia

Para calcular os 2 digitos verificadores ajg e a;; do Cadastro de Pessoa Fisica, devemos
considerar ajarazasasagaragag como a sequéncia formada pelos primeiros nove digitos
do CPF. Para encontrar aj(, primeiramente, deve-se multiplicar essa sequéncia em ordem
pela base {1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9} e somar os produtos obtidos. Com o resultado desta
soma S, o termo aq serd o resto da divisdo de S por 11. A determinac¢do do termo aj; €
similar, sendo que agora acrescenta-se o décimo digito e usa-se a base de multiplicacdo
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Observe que, para o caso em que ajg ou aj; seja igual a 10,
considera-se o digito verificador igual a 0.

s Exemplo 3.1
Dados os 9 primeiros digitos de um CPF, que neste caso sdo 062.048.141, para calcular o
primeiro digito verificador (o termo ajg) deste CPF, temos que:

S=(0-1)+(6-2)+(2-3)+(0-4)+ (4-5)+(8-6)+ (1-7) + (4-8) +(1-9) = 134,

Como § = 134 e o termo ay( € o resto da divisdo de S por 11, entdo temos que ajg = 2.
De posse do termo ajg, podemos agora encontrar o termo ap, basta seguir 0s passos
anteriores:

§'=(0-0)+(6-1) +(2-2)+(0-3) + (4-4) +(8-5) +(1-6) +(4-7) +(1-8) +(2:9) = 126.

Assim, como S’ = 126 e o termo ay; € o resto da divisdo de S’ por 11, entdo temos que
a1 =35, ou seja, o CPF completo € 062.048.141-25. n

O célculo dos digitos verificadores pode ser feito a mao, basta seguir os passos acima,
ou por meio de um algoritmo implementado em algum software de programagdo. No caso
especifico deste projeto, optamos por utilizar o software VisuAlg, que possui interface e
linguagem de f4cil entendimento.

VisuAlg

Um programa que podemos utilizar para a interpretacdo e constru¢ao de algoritmos € o
VisuAlg, que € um programa livre, usado para o ensino de légica de programacdo em
varias escolas e universidades no Brasil e no exterior. Para este trabalho serd utilizada a
versdo 3.0.7.0, versOes mais atualizadas podem ser encontradas na internet. Disponivel
para download em: http://VisuAlg3.com.br/.

A seguir, apresentaremos um tutorial para ilustrar o processo de programacio de um
algoritmo no VisuAlg, incluindo os conceitos e seus respectivos comandos basicos que se
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fazem necessario. Ap0s a instalacido do VisuAlg, que pode ser realizada no préprio site do
programa, € necessdrio executa-lo.

A tela inicial

A tela inicial do programa é composta, basicamente, pelo menu, barra de tarefas, area dos
algoritmos, area de armazenamento de varidveis e a drea de visualizac¢do dos resultados.

9 VISUALG 3.0.7.0* Interpretador e Editor de Algoritmos * tltima atualizagéo: 03 de Outubro de 2015 * Entidade : UNIASSELVI - FAMEBLU - %
Arquive  Editar  Run (executar) Exportarpara Manutencdo  Help (Ajuda)

Dz -|@|Bl=ohs-es @Bl sle|dlelo~|alglalu=sl@«| F @ =66l |

1 Algoritmo "semnome" 4 Aroas das vapévers de meména (Globars e Lacars )
g o "semnome

2 Escopo | tome [Tice [valoz A
B Var

4 // Sepdo de Declaragdes das varidvel
5

3

7 Inicio

8 // Segdo de Comandos, procedimento, fungdes, operadores, ste...
5

10

, , AREA DE ARMAZENAMENTO DAS VARIAVEIS
11 Fimalgoritmo

AREA DOS ALGORITMOS . N v

Area de visualizagdo dos resultados

AREA DE VISUALIZAGAO DOS RESULTADOS

Figura 3.2: Captura de tela do programa VisuAlg, o programa apresenta tré€s dreas principais: drea dos
algoritmos, drea das varidveis e drea de visualizagdo.

Menu

O menu é composto por 7 partes:

Arquivo: Possui os comandos para se abrir, salvar e imprimir algoritmos.

Editar: Possui comandos de um editor de texto (copiar, cortar, colar, desfazer, refazer,
selecionar tudo, localizar, localizar de novo, substituir), ha também as op¢des de corrigir
indentagdo, gravar blocos de texto, etc.

Executar: Inicia a execucao do pseudocédigo.

Exportar: Permite exportar o algoritmo para a linguagem de programacao Pascal.
Configuracao: Aqui é possivel configurar algumas op¢des do VisuAlg.

Ajuda: Possibilita acesso as paginas de ajuda e as informacdes sobre o VisuAlg.

Barra de tarefas

A barra de tarefas € composta basicamente por atalhos, que também podem ser acessados
no menu ou atalhos no teclado. Nela existem atalhos para abrir um novo arquivo, executar,
salvar, imprimir, corrigir indentacao, entre outros.

[Dlw -[@]BlsiofE -] o|s[an s [w[a] B~ a&alpleslaf«] T [ T Izs@@Eabn]

Figura 3.3: Captura de tela da barra de tarefas do programa VisuAlg

Area dos algoritmos
Nela ¢ apresentado o formato béasico do pseudocddigo:
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Algoritmo "semnome"
Var
// Secdo de Declaracdes das variaveis

Inicio
// Secdo de Comandos, procedimento, funcdes, operadores,

etc...

Fimalgoritmo

A primeira linha é composta pela palavra-chave algoritmo seguida do seu nome deli-
mitado por aspas duplas. Este nome serd usado como titulo nas janelas e como titulo do
arquivo ao salvar.

A secdo que se segue € a de declarag@o de varidveis, nela vamos declarar os nomes de
nossas varidveis e seu tipo, seja ele um caractere, nimero inteiro ou nimero real. Logo
ap6s vem a secdo “Inicio”, que € onde se deve escrever os procedimentos e comandos
para a criagdo do algoritmo. As barras (/) no inicio do texto significam que a linha deste
texto serd ignorada na execugdo do algoritmo. Na Figura 3.4, a seguir, apresentamos uma
captura de tela do VisuAlg para ilustrar essas se¢des.

Area dos alguritmos { Edigio do cadigo fonle ) -> Nome do arguivo: [semnome]

1Algoritmo "semnome" A
2 // Disciplina : [Linguagem e Logica de Programacdo]
3 // Professor : Antonio Carlos Nicolodi

4 // Descrigdo : Aqui vocé descreve o gue o programa
5// faz! (fungao)

6 // Autor (a) : Nome do(a) aluno(a)

7// Data atual : 24/06/20189

8 Var

g // Segdo de Declaracdes das variaveis

10

11

12 Inicio

13 // Secao de Comandos, procedimento, fun¢des,
14 // operadores, etc...

135

16

17 Fimalgoritmo

Figura 3.4: Captura de Tela do programa VisuAlg, ilustrando as se¢des de um algoritmo.

Area da varidveis de memoéria

E formada por uma grade na qual sdo mostrados o escopo de cada varidvel, seu nome, seu
tipo ("I"para inteiro, "R"para real, "C"para caractere e "L"para 16gico) e o seu valor. Na
Figura 3.5 apresentamos uma captura de tela que ilustra essa drea.
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Areas das varravers de memcria (Giohars e L ocars }

Escopo Home |Tipc |Vblcr ~
GLOBLL z R 2,50000000000000
GLOBLL B I 7

Figura 3.5: Captura de Tela do programa VisuAlg, ilustrando a drea das varidveis de memoria.

Area de visualizacdo dos resultados

E nesta drea que serd mostrado o processo de execucdo do algoritmo, somente apés o
comando “Executar” ser realizado. Na Figura 3.6 apresentamos uma captura de tela que
ilustra a drea de vizualizacao de resultados.

Area de visualizagédo dos resultados

Inicic da execucgic

ARER DE VISUALIZAGAC DOS RESULTADOS

Fim da execucdo.

Figura 3.6: Captura de Tela do programa VisuAlg, ilustrando a drea de visualizacdo dos resultados.

Tipos de Variaveis

O VisuAlg preve quatro tipos de dados: inteiro, real, caracteres e 16gico. As palavras-chave
que os definem sdo as seguintes:

inteiro: define varidveis numéricas do tipo inteiro, ou seja, sem casas decimais.
real: define varidveis numéricas do tipo real, ou seja, com casas decimais.

caracter: define varidveis do tipo string, ou seja, cadeia de caracteres.

logico: define varidveis do tipo booleano, ou seja, que possuem valor VERDADEIRO
ou FALSO.

Declaracdao de variaveis

Os nomes das varidveis devem comecar por um nome € depois conter o seu tipo. As
varidveis podem ser simples ou estruturadas (no caso de vetores). Nao podem haver duas
varidveis com o mesmo nome, com excecao dos elementos de um mesmo vetor. A secdo de
declaracdo de varidveis comega com a palavra-chave “Var”, e continua com as seguintes
sintaxes:
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<lista-de-varidveis>: <tipo-de-dado>
Na <lista-de-variaveis>, os nomes das varidveis devem ser separados por

virgulas.

Exemplos:

Var

a: inteiro

Valorl, Valor2: real

vet: wvetor [1..10] de real

matriz: vetor [0..4,8..10] de inteiro

nome_do_aluno: caractere

sinalizador: logico

Note que ndo hd a necessidade de ponto e virgula apds cada declaracao, basta pular
linha. O ndmero total de varidveis suportado pelo VisuAlg € 500 (cada elemento de um
vetor é contado individualmente).

Atribuicdo de Valores

A atribuicdo de valores as varidveis € feita com os operadores “<-” ou “:=". Do lado
esquerdo fica a varidvel que receberd o valor, e a direita pode-se inserir qualquer valor ou
expressao, desde que seu resultado tenha tipo igual ao da varidvel. Exemplos:

a <- 78

Valorl <- 9.5

Valor2 <- Valorl + a
nome <— "Joao"
vet[1l]<— 4 + vet[1l]

Operadores

Quadro 3.1.: Operadores do software VisuAlg com suas respectivas fungdes.

Operador Funcao
t, =%,/ Soma, subtracdo, multiplica¢do e divisdo, respectiva-
mente
\ Divisdo inteira. Ex: 13\ 3=4
Mod ou % Resto da divisdo inteira. Ex: 13%3=1

Potenciacdo. Ex: 2~ 3=8
=, <, >, <=, >=, <> | Igual, menor que, maior que, menor ou igual a, maior
ou igual a, diferente de, respectivamente.

Fonte: Elaborado pelos autores.

A ordem de realizag¢@o dos operadores € a convencional da Matematica, primeiro a poten-
ciacdo, depois a multiplicacdo e divisao, seguido da soma e subtracdo. Para modificar a
ordem das operacdes, € necessario usar parénteses como em qualquer expressao aritmética.
Importante: No VisuAlg, as comparagdes entre strings nao diferenciam as letras maius-
culas das minusculas. Assim, “ABC = abc”.
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Comandos Basicos

Quadro 3.2.: Comandos basicos do software VisuAlg com suas respectivas fungdes.

Comando

Funcao

escreva ( )

O comando escreva mostra na area de visua-
lizacdo de resultados, apds a execucdo, o con-
teddo que € escrito entre parénteses.

escreval ( )

Idem ao anterior, com a tnica diferenca que da
um espaco de uma linha apds a execugdo.

leia( )

Este comando recebe os valores digitados pelo
usudrio, e os atribui a varidvel cujo nome esta
entre parénteses.

se <expressao-légica>
entao
<sequencia-de-comandos>
Fimse

Neste comando, o programa analisa a expres-
sao logica dada, se ela for verdadeira, todos
os comandos da sequéncia de comandos sao
realizados. Se for falso, o algoritmo despreza
este comando e continua sua execugao.

se <expressdo-ldégica>
entao
<sequencia-de-comandos-1>
senao
<sequencia-de-comandos-2>
Fimse

Neste comando, o programa analisa a expres-
sdo logica dada, se ela for verdadeira, todos
os comandos da sequéncia de comandos 1 sdo
realizados, e a sequéncia de comandos 2 € des-
prezada. Se for falso, o algoritmo executa a
sequéncia de comandos 2, e despreza a sequén-
cia de comandos 1.

para <varidvel> de
valor—-inicial> ate
<valor-limite> [passo
<incremento>] faca
<sequéncia-de-comandos>

fimpara

Esta estrutura repete uma sequéncia de coman-
dos um determinado numero de vezes. O valor
inicial especifica onde se iniciard a repeticao,
e o valor limite onde ela terminard. O incre-
mento é opcional, quando presente deve ser
precedido da palavra passo, e especifica o in-
cremento que serd acrescentado a varidvel a
cada repeticdo.

enquanto<expressado-ldégica>
faca
<sequéncia-de-comandos>
fimengquanto

Esta estrutura repete a sequéncia de coman-
dos até que a expressao logica seja satisfeita.
Enquanto o resultado da expressao légica for
verdadeiro, a sequéncia de comandos € execu-
tada.

Repita
<sequéncia-de-comandos>
ate <expressao-ldégica>

Esta estrutura repete uma sequéncia de coman-
dos até que uma expressdo logica seja verda-
deira.

Carapnum<expressao>

Retorna o inteiro ou real representado pela
expressdo. Converte caractere em numeral.

Copia<x:caracter,
p,n:inteiro>

Retorna uma cdpia parcial da expressio “x”, a
partir do caractere “p”, contendo “n” caracte-
res.

Fonte: Elaborado pelos autores.
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Materiais utilizados

Para o desenvolvimento deste projeto, foram utilizados computadores com o software
VisuAlg instalado. Todo o trabalho de elaboracdo do algoritmo foi pautado em conceitos
matematicos e utilizacdo do software, havendo a necessidade de recorrer a livros de
Matemdtica e livros tutoriais do VisuAlg.

Durante o processo de validacao do algoritmo criado, alguns CPF’s conhecidos foram
utilizados, com intuito de verificar possiveis falhas. Ressalta-se, que ao introduzir a
linguagem de programacdo, devem ser realizadas aulas expositivas e de laboratério com os
alunos sobre o contetido abordado.

Desenvolvimento do projeto

Para a construcio do algoritmo, inicialmente € necessdrio criar uma funcio para a validagao
do CPF. Esta funcdo servird para, basicamente, nao ser necessario copiar o cédigo-fonte
toda vez que for preciso executar esta operacao. Antes mesmo de iniciar a declaracao de
varidveis deve-se inserir a funcao:

funcao validaCPF (cpf:CARACTER) : LOGICO

Na secdo “Var” sao declaradas as variaveis que foram utilizadas e seus tipos. Todas
as variaveis devem ser declaradas para que a execuc¢do do algoritmo ndo resulte em erro.
Neste caso, foram declaradas as seguintes varidveis:

Var

di1, 42, 43, 44, d5, de, d7, d8, d9, dl0, dll:inteiro

somal, soma?2 : inteiro
restol, resto2 : REAL
Inicio

Onde “d1, d2, d3, d4, d5, de6, d7, d8, d9, d10, dl1”sdoosdigi-
tos do CPF informados pelo usudrio, “somal, soma2” serdo os resultados das multipli-
cacOes realizadas para a validagdo e “restol, resto2” serdo os digitos verificadores
encontrados ap6s todos os calculos.

Para que seja possivel separar cada digito do CPF recebido, pode ser utilizado o
comando “Caracpnum (Copia (x,p,n))”, que € a juncdo de dois comandos: o
“Caracpnum” e 0 “copia” (ver a secio Comandos Basicos), ambos irdo converter
em numero e armazenar cada digito do CPF separadamente em varidveis diferentes.

Como abordado na Sec¢do 3.2, para encontrar os digitos verificadores do CPF precisa-
mos calcular a seguinte expressao:

somal := dl*x1+d2x2+d3*x3+d4x4+d5x5+do*x6+d7+*7+d8x8+d9+9
restol := (somal) mod 11
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Sendo “d1, d2, d3, d4, d5, d6, d7, d8, d9” osnove primeiros digitos
do CPF recebido. O resultado desta expressao é o décimo digito do CPF. Para calcular o
décimo primeiro digito, € necessario calcular a expressao:

somazZ:= dl*0+d2+1+d3+«2+d4+*3+d5%4+d6*5+d7x6+d8*7+d9+x8+d10+9
resto2:= (soma?2) mod 11

Para fazer isto no VisuAlg, basta apenas inserir estas expressoes. Para esta verificaco,
precisamos tomar alguns cuidados, sendo eles: os digitos ndo podem ser todos iguais, e
também se o resto for igual a 10, o valor do digito verificador deve ser zero. Estas condi¢Oes
devem ser inseridas no algoritmo utilizando o comando abaixo, desta formaseguinte
comando:

SE (dl = d2) E (d2 = d3) E (d3 = d4) E (d4 = d5) E (d5
= dé) E (dé = d7) E (d7 = d8) E (d8 = d9) E (d9 = dl0) E
(d10 = d11) ENTAO

RETORNE FALSO

SE (restol = 10) ENTAO

restol := 0

Ap0s as condigdes serem inseridas, € necessdrio validar os digitos encontrados lem-
brando que para um CPF ser vdlido o restol=d10 e o resto2=d11. Isso pode ser
feito por meio de varidveis do tipo Logico (retorne verdadeiro ou falso) conforme segue:

SE ( restol = d10) E (resto2 = dll) ENTAO

RETORNE VERDADEIRO

SENAO

RETORNE FALSO

FIMSE

Finalizaremos aqui a fun¢do de valida¢ao do CPF.

’Fimfuncao

O préximo passo € solicitar ao usudrio o CPF desejado para a validacdo, e informar os
resultados. Para isto € necessario inserir novamente a varidvel CPF em uma nova secdo de
varidveis, e iniciar novamente a se¢ao de comandos.
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Fimfuncao

Var

cpf : CARACTER

Inicio

A seguir € preciso solicitar o CPF desejado ao usudrio, neste passo podem ser usados
dois comandos: 0 “escreva/escreval” e o comando “leia”, que respectivamente
irdo solicitar e armazenar os dados informados pelo usudrio.

ESCREVAL ("Digite o CPF:")

LEIA (cpf)

Para a validagdo, devem ser utilizados comandos 16gicos (verdadeiro/falso), o comando
“escreva/escreval”,eocomando “se...sendo”. Uma boa forma de fazer esta
validagdo € utilizar a fun¢do criada, desta forma:

SE validaCPF (cpf) = VERDADEIRO ENTAO
ESCREVAL ("O CPF ", cpf, "é valido!")
SENAO
ESCREVAL ("O CPF ", cpf, "é invalido!")

FIMSE

Confira abaixo como devera ficar o algoritmo apds ser finalizado:

Algoritmo "Algoritmo CPE"
funcao validaCPF (cpf:CARACTER) : LOGICO
Var

d1, dz, 43, d4, d5, de, d7, d8, d9, dl0, dll:inteiro

somal, soma?2 : inteiro
restol, resto2 : REAL
Inicio

dl:= Caracpnum( Copia(cpf, 1, 1) )
d2:= Caracpnum( Copia(cpf, 2, 1) )
d3:= Caracpnum( Copia(cpf, 3, 1) )
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d4:= Caracpnum( Copia(cpf, 4, 1) )
d5:= Caracpnum( Copia(cpf, 5, 1) )
d6:= Caracpnum( Copia(cpf, 6, 1) )
d7:= Caracpnum( Copia(cpf, 7, 1) )
d8:= Caracpnum( Copia(cpf, 8, 1) )
d9:= Caracpnum( Copia(cpf, 9, 1) )
dl0:= Caracpnum( Copia(cpf, 10, 1) )
dll:= Caracpnum( Copia(cpf, 11, 1) )
SE (dl = d2) E (d2 = d3) E (d3 = d4) E (d4 = d5) E (d5
= d6) E (do = d7) E (d7 = d8) E (d8 = d9) E (d9 = d10) E
(d10 = dl11) ENTAO
RETORNE FALSO
SENAO
somal := dl*1+d2+*2+d3+x3+d4+x4+d5+x5+d6*6+d7«7+d8x8+d9«9
restol := (somal) mod 11
SE restol = 10 ENTAO
restol := 0
FIMSE
somaz := dl*0+d2+1+d3+«2+d4+«3+d5+%4+d6*5+d7+x6+d8+7+d9+8
+d10%9
resto2 := (soma2) mod 11
SE resto2 = 10 ENTAO
resto2 := 0
FIMSE
SE ( restol = dl10) E (resto2 = dll) ENTAO
RETORNE VERDADEIRO
SENAO
RETORNE FALSO
FIMSE
FIMSE
fimfuncao
Var
cpf CARACTER

Inicio
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ESCREVAL ("Digite o CPF:")
LEIA (cpf)
SE validaCPF (cpf) = VERDADEIRO ENTAO
ESCREVAL ("O CPF ", cpf, "é véalido!")
SENAO
ESCREVAL ("O CPF ", cpf, "é invalido!")
FIMSE
Fimalgoritmo

Esta € somente uma das formas que este algoritmo pode ser construido, pois podem
ser utilizados outros comandos e maneiras para se obter o mesmo resultado, variando de
programador para programador. Basta que o algoritmo passe por testes e validacdes para
se encontrar erros na estrutura e/ou 16gica utilizada.

Consideracoes finais

Neste exemplo de projeto sao trabalhados diversos conhecimentos como: Congruéncia, di-
visibilidade no conjunto dos Inteiros (Z), Algoritmo da Divisdo de Euclides, programagio
de algoritmos e o uso do software VisuAlg. O projeto estimula a aplicacdo de atividades
diferenciadas que abordam temas mais proximos da realidade nas areas de Algoritmos e
Programacdo, Teoria dos Numeros e Estruturas Algébricas.

Adotamos o uso da linguagem de programacdo Portugol, ja que foi desenvolvida para
facilitar o ensino e a aprendizagem das técnicas bésicas de programacgao. A criagdo de
um conjunto bédsico de comandos que utilizasse termos proximos a lingua portuguesa
busca facilitar a compreensdo dos alunos e ndo impede que o Portugol seja utilizado para o
desenvolvimento de algoritmos mais complexos.

O VisuAlg foi criado para que houvesse a oportunidade de programar normalmente em
um computador utilizando o portugués estruturado. Desta forma, o ensino da programacao
basica foi facilitado, pois o programa identifica possiveis erros de l6gica e sintaxe, que
seriam dificeis de ser encontrados manualmente.

Deve-se lembrar que o projeto pode ser adaptado para a aplicagao no Ensino Médio,
visando apenas em compreender o funcionamento e a utilizacao dos digitos verificadores,
como também pode ser aplicado sem adaptacdes no Ensino Superior em disciplinas de
Algebra e Algoritmos e Programago.
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Deise Cristina Noronha Dornelles

Apresentacdo

Contetidos explorados: Transformacgdes Lineares: reflexao, rotagdo, contragdo/dilatacio,
compressao/expansao e cisalhamento; Matrizes e Vetores; e Translacao.

Objetivo: Explorar o contetdo de transformagdes no plano utilizando como instrumento
auxiliar, na construcdo de significado, o material concreto Tangram e o software educacio-
nal GeoGebra.

Piiblico alvo: Alunos de graduagio que cursam disciplinas introdutérias de Algebra Linear,
especificamente, para alunos de cursos de licenciatura, em disciplinas de Tendéncias
em Educacdo Matemdtica que abordam TICs no ensino. Com alguns ajustes, quanto
a profundidade de abordagem, mas principalmente na questdo do curriculo, pode ser
desenvolvido no Ensino Médio.

Tempo previsto de execucao: 8 horas (apresentacdao do projeto, desenvolvimento do
roteiro de elaboragdo e atendimentos em sala) e 15 horas (desenvolvimento extraclasse:
construgdo da sequéncia de atividades, desenvolvimento das representacdes no GeoGebra,
elaboracgdo de relatdrio).

Aplicacdo explorada

Transformagdes Lineares sdo objetos de estudo da 4rea de Algebra. Na Matemitica, es-
pecificamente, ¢ conteido fundante da Algebra Linear. Como toda a subdrea da Algebra
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Linear, o conteido de Transformacdes Lineares, tem uma importancia fundamental na
matemadtica contemporanea e um espectro amplo de aplicagdes em diversos ramos da cién-
cia e tecnologia, como: criptografia, tomografia computadorizada, genética, computagao
grafica, crescimento populacional, modelos econdmicos, entre tantos outros (ANTON;
RORRES, 2012).

As Transformagdes Lineares, sdo também muito importantes para a Matematica, como
por exemplo, no caso geral de derivadas, em que as Transformacdes Lineares representam
as aproximagdes lineares 6timas para uma fun¢do em torno de um determinado ponto
de seu grafico (LIMA, 2000). Caracteristicas dessas Transformagdes Lineares podem
fornecer informagdes sobre a funcdo aproximada, mesmo que localmente, com um custo
computacional moderado, quando comparado com o estudo da funcdo original. Em alguns
casos, o estudo de determinadas caracteristicas de uma fun¢do ndo-linear pode ser até
inviavel, e as Transformagdes Lineares tornam-se fundamentais nesse processo. Diversas
situacdes desse tipo sdo apresentadas em Boyce e Diprima (1999).

Uma familia interessante de Transformagdes Lineares sdo as do plano, pois trazem
diversos aspectos geométricos importantes na descri¢do de fendmenos fisicos, exemplos
desse tipo de tranformacao sdo a reflexdo em um espelho e a rotagdo de uma particula
em torno de um ponto. No sentido de uma solidificagdo da compreensdo e significacdo
dos aspectos geométricos dessas Transformacdes Lineares € que surge o presente projeto,
desenvolvido na disciplina de Algebra Linear, no semestre de 2018/2, do curso de Ciéncias
Naturais e Matematica, da Universidade Federal de Mato Grosso (UFMT), campus de
Sinop.

Na intencionalidade de construir uma melhor compreensdao do tema, buscou-se a
producao de uma representagao concreta dos aspectos geométricos envolvidos. Nesse
interim, durante uma visita a Oficina de Matematica, da Universidade Federal de Mato
Grosso, Campus de Sinop, surgiu a ideia de fazer uso do Tangram nessa abordagem.

O Tangram € um antigo jogo chinés formando um quebra-cabeca, ele € composto
por um quadrado, subdividido em 7 (sete) subfiguras geométricas: 2 (dois) tridngulos
grandes; 2 (dois) triangulos pequenos; 1 (um) triangulo médio; 1 (um) quadrado; 1 (um)
paralelogramo. Sua finalidade € montar representacdes de animais, plantas, objetos, etc,
utilizando todas as suas pecas e sem sobreposicdo (HAMZE, 2019). Nesse contexto, o
projeto busca utilizar o Tangram, e o processo de formagao das figuras com suas pecas, para
representar essa formacao utilizando transformagdes no plano: lineares (rotacao, reflexao,
expansao, cisalhamento) e ndo-lineares (translagcdo € a tnica transformac¢do ndo-linear
utilizada).

Sequencialmente, dando continuidade, foi observada a importancia e oportunidade
de elaborar esse processo feito com o Tangram e o papel, no GeoGebra. O uso do Geo-
Gebra traz diversas vantagens para o processo, pois possibilita desenvolver o movimento
das pecas, explorando o recurso da Geometria Dinamica, bem como trabalhar com ou-
tras Transformacoes Lineares que o Tangram ndo permite, pois por exemplo, envolvem
deformacdo da figura geométrica.

Justificativa do projeto

O presente projeto tem como finalidade principal contribuir com a significacdo de efeitos
geométricos das Transformagdes Lineares. Em geral, o ensino e aprendizado da Geometria
¢ um dos grandes problemas atuais da Educacdo Bésica, e tem refletido no Ensino Superior.
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Essa dificuldade aliada 2 natureza algébrica da Algebra Linear, podem afastar o contetido
de Transformacodes Lineares de sua significacdo geométrica, provocando uma formacao
deficitaria no tema.

O Exame Nacional do Desempenho dos Estudantes (ENADE) de 2017, para os cursos
de Licenciatura em Matematica (SINAES, 2019), na questao 14, aborda o tema transfor-
macdes no plano e alguns aspectos geométricos. Essa presenca evidencia que o tema é
importante na formacao do futuro professor de matematica, contexto ao qual o presente
projeto foi elaborado e desenvolvido.

A utilizacdo de material concreto no Ensino de Matematica possibilita uma maior
facilidade de imersdo no tema, principalmente como uma etapa preparatdria para o processo
de abstracdo dos fendmenos observados. Dessa forma a utilizagdo do Tangram e de uma
folha de papel na representacdo dos efeitos geométricos das transformacdes é considerado
fundamental para a solidificacio de seus significados.

O projeto explora o uso de Tecnologias de Informagdo e Comunicacdo (TIC), veja
(BORBA; SILVA; GADANIDIS, 2018), especificamente no uso do GeoGebra. O uso
das TIC no ensino, em todos os niveis, t€ém sido amplamente defendido na literatura, e o
GeoGebra tem se destacado nesse contexto, por sua plataforma livre, facil e pela excelente
usabilidade na exploracdo da Geometria Dinamica.

Além disso, o projeto possibilita que o aluno, diante do desafio de representar os efeitos
geométricos das Transformagdes Lineares no plano, assuma a postura ativa no processo de
construcdo do conhecimento e desenvolva sua autonomia com relagdo ao tema explorado,
caracteristicas de uma educacgao cidada.

Fundamentacdo teérica

Primeiro, observamos que o plano ( RxR) serd considerado como espaco vetorial real,
com as operagdes usuais de soma de vetores (pontos no plano) e multiplicacao de vetores
por escalar real, para maiores detalhes veja o livro de Anton e Rorres (2012). Além disso,
serd utilizada apenas a base canonica do RxR = R?, formada pelos vetores ¢; = (1,0) e

er =(0,1).

Uma transformacao linear no plano, é uma aplicacdo 7 : R x R — R x R tal que:

T((x1,y1)+ o (x2,2)) =T (x1,y1) + 0 - T (x2,y2) 4.1)
para todo (x1,y1), (x2,y2) ERxRe a € R.

Dada uma transformacdo linear no plano, podemos associd-la a um operador matricial,
representando a transformacgdo através de uma multiplicacdo matricial. Por exemplo a
transformacdo linear T'(x,y) = (2x+y,3x —y), tem a seguinte forma matricial

ER RN sl

em que € feita a seguinte identificagdo (x,y) = Ej .

Neste sentido, uma transformacao linear fica totalmente definida pela matriz de sua
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forma matricial. Note que T'(e;) = [g} eT(er) = {_1 ] , portanto

1

[T] = [T(e1) | T(e2)]

onde as coordenadas de T (e;), i = 1,2, compde as entradas da i-ésima coluna da matriz
[T}. Neste caso a matriz [T] , dada anteriormente, ¢ a matriz da transformacao linear 7',
tomada a base canodnica {ej,e;} dos espacos vetoriais do dominio e do contradominio da
transformacdo. Maiores detalhes podem ser consultados em Anton e Rorres (2012).

A composi¢do de Transformacdes Lineares tem como matriz o produto das matrizes
das transformagdes utilizadas na composi¢@o. Vale lembrar que a ordem na multiplica¢do
das matrizes é fundamental, devido a ndo-comutatividade da multiplicacdo de matrizes (ou
da composicao de fungdes).

Um resultado classico de escalonamento de matrizes estabelece que qualquer matriz
com determinante ndo-nulo possui como forma escalonada reduzida por linhas a matriz
identidade, ou equivalentemente, qualquer matriz com determinante ndo-nulo pode ser
expressa como um produto de matrizes elementares (uma matriz elementar € toda matriz
obtida por uma tnica operacao elementar sobre linhas realizada na matriz identidade),
veja Teorema 1.5.3 de Anton e Rorres (2012, p. 53). Portanto, basta discutir os efeitos
geométricos das matrizes elementares.

O Teorema 4.11.1 em Anton e Rorres (2012, p. 277) fornece que, se o operador
matricial é dado por uma matriz elementar, entdo o operador podera ser: um cisalhamento
da dire¢do de algum eixo, uma reflexao na reta y = x, uma compressao na dire¢ao de
algum eixo, uma expansao na dire¢do de algum eixo, uma reflexdo em algum eixo, uma
compressao ou expansdo num eixo seguida de uma reflexdo em algum eixo. Portanto,
temos como principais transformacdes no plano: os cisalhamentos, as compressdes, as
expansdes e as reflexdes.

A tabela 4.1, além das transformacdes elementares, apresenta algumas das principais
transformacdes no plano, suas matrizes e o efeito geométrico desempenhado. Dentre essas
transformacoes lineares, serdo utilizadas no desenvolvimento desse projeto a reflexao,
rotacdo, expansao e cisalhamento.

Tabela 4.1: Tabela de Transformagdes Lineares no plano.

Operador Matriz Canonica Efeito no quadrado unitario

Reflexdo no -1 0
eixo y

Reflexdio no 1 0
€ixo x
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Reflexdo na 01
retay=x

hordria  pelo

angulo o

Rotagdo anti-
[sen o cosQ

cos . —sen a}

Compressao
na direcdo k 0O
x pelo fator 01
k(O<k<1)
Expansao na

N k 0O
direc@o x pelo 0 1
fator k(k > 1)
Cisalhamento | &
de fator k > 0

o 0 1
na direcao x
y (1,1+k)

Cisalhamento 10
de fator k > 0 {k J —

na direcdo y

Fonte: Adaptado de Anton e Rorres (2012, p. 275).

4.2 Metodologia

A metodologia do projeto € caracterizada em duas etapas, sendo a primeira sobre a
utilizacdo de materiais concretos e a segunda no uso de tecnologia digital.

4.2.1 O uso do Tangram na representacdo de transformacoes no papel milime-
trado

A primeira etapa do projeto foi inspirada na experiéncia e contato dos autores com materiais
manipuldveis de finalidade educacional. Foi identificado que o Tangram, aliado aos
materiais tradicionais: papel milimetrado, régua, transferidor e caneta, seriam adequados
para o desenvolvimento da atividade.
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Como o objetivo estd na representacdo geométrica dos efeitos das transformagdes no
plano e sabendo que o Tangram é comumente utilizado na formacao de representacdes
de objetos, animais, entre outros, identificou-se que ao formar essas figuras, sao feitas
movimentagdes das pecas que compde o Tangram e, se adequadamente organizadas, podem
dar significado aos efeitos geométricos de transformagdes no plano.

Neste contexto, buscou-se construir um espago representativo desses movimentos,
atrelado ao objetivo de estabelecer um relacionamento com o tratamento algébrico/analitico
das transformacdes. Assim, tomou-se o papel milimetrado como um lugar adequado para
representar os movimentos a partir da abordagem algébrica/analitica das transformacoes.

Precisamente, as pecas do Tangram foram dispostas, conforme organizac¢ao original
encontrada em sua embalagem, na regido do canto inferior esquerdo da folha de papel
milimetrado, de modo que em uma outra regido dessa folha fosse possivel construir a
figura desejada. Foram utilizados a lateral superior do Tangram para construc¢ao do eixo x
e a lateral direita para o eixo y, como na Figura 4.2.

Posteriormente, foram marcados com caneta os pontos que representam os vértices
de cada peca, e utilizando a caneta e a régua, representado os contornos dessas pecas.
Foram dados nomes para cada representacdo no papel milimetrado das pegas do Tangram,
conforme a Figura 4.4, para facilitar a discussdo posterior e as coordenadas dos vértices
destacados foram tabeladas.

Escolhendo uma posi¢ao para cada peca, de modo a formar a figura desejada, foram
construidas as transformacdes necessdrias a fim de reposicionar as pegas. Para isso, foram
utilizadas as matrizes das transformacdes escolhidas que foram aplicadas nas coordenadas
dos vértices de cada peca, obtendo o resultado desejado. Muitos equivocos podem ocorrer,
o que propicia a reflexdo e a aquisi¢do de maturidade matematica com a tematica.

O uso do GeoGebra na representacdo de transformacoes no plano

Com o GeoGebra, o objetivo foi de utilizar outras transformacdes que envolvem deforma-
cdo das figuras, o que ndo é possivel na abordagem anterior. Dessa forma, observando as
pecas do Tangram e sabendo os efeitos geométricos das transformacgdes, observou-se que
era suficiente a utilizagdo de apenas um quadrado e um tridngulo retangulo para a obtencao
das demais pecas. Nesse sentido, foram inseridos na Janela de Visualizacdo do GeoGebra
os vértices de um quadrado unitdrio e de um tridngulo retangulo com catetos unitarios.
Nao apresentaremos aqui um passo a passo da utilizacdo do GeoGebra, visto que existem
inimeros materiais indicados para um primeiro contato com a funcionalidade do software.

A partir do tridngulo, foram obtidas as representacdes de todas as pecas triangulares do
Tangram e do quadrado, os quadrilateros. Utilizando a Janela CAS, foram definidas as ex-
pressoes algébricas das transformagdes a serem utilizadas, utilizando controles deslizantes
para representar o efeito de movimento, e posteriormente foram aplicadas nas coordenadas
dos vértices e com essas coordenadas foram definidos os poligonos resultantes.

Destaca-se que o GeoGebra, com um amplo conjunto de ferramentas e recursos, amplia
as possibilidades de percursos no desenvolvimento do projeto, o que pode enriquecer o
aprendizado e ampliar o repertério educacional dos envolvidos.

Materiais utilizados

Os materiais utilizados no desenvolvimento deste projeto, foram:
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* 1 Tangram (Figura 4.1);

* Software educacional GeoGebra Classic 5;
* Folhas de papel milimetrado;

* Régua;

¢ Caneta.

Figura 4.1: Tangram utilizado no desenvolvimento do projeto.

4.4 Desenvolvimento do projeto

O desenvolvimento do presente projeto ocorreu em duas etapas. A primeira foi a cons-
trucdo da atividade que utiliza o Tangram e o papel milimetrado na representacdo das
transformacdes no plano. A segunda etapa consistiu em construir no GeoGebra, utilizando
os recursos de geometria dindmica, representagdes semelhantes aquelas feitas no papel
com o Tangram, mas agora com a utilizacao de deformacdes de figuras.

4.4.1 Utilizando o Tangram e o papel milimetrado na representacdo das trans-
formacoes no plano

Considere a situa¢do em que € fornecido o Tangram, com suas pecas posicionadas conforme
vem de fabrica na caixa, sobre o canto inferior esquerdo de uma folha de papel milimetrado.

Veja a Figura 4.2.

Figura 4.2: Proposicdo inicial da atividade com o Tangram no papel milimetrado.
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Em seguida, solicita-se ao aluno que as pecas sejam posicionadas sobre a folha, de
forma a obter alguma figura especifica, neste caso, foi definida uma casa, conforme
apresentado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Representacdo de uma casa formada pelas pecas do Tangram.

Neste caso, o objetivo € dar liberdade ao aluno para que o mesmo faga suas escolhas
no percurso para determinar uma solug¢do. Porém, para os fins da atividade, é necessdria a
fundamenta¢do matemadtica do processo, ou seja, que 0 mesmo apresente 0 passo-a-passo
das transformagdes aplicadas a cada peca, de forma verbal, analitica e geométrica. Na
sequéncia serd apresentada uma solucdo possivel para o problema.

Como o processo devera ser descrito analiticamente, inicialmente definem-se os eixos
coordenados x e y na folha, e automaticamente, a malha do papel definird as unidades
em cada um dos eixos. Os eixos foram construidos considerando as laterais direita e
superior do Tangram e posteriormente, as pecas foram desenhadas, nomeando seus vértices
e tabuladas suas coordenadas. Veja a Figura 4.4 e o Quadro 4.1.

T

Figura 4.4: Representacio do Tangram no papel milimetrado.
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Quadro 4.1.: Coordenadas dos vértices das pecas do Tangram.

Pontos | Coordenadas x e y
A (-29,0)
(-14.5,0)
(0,0)
(-7.25,-7.25)
(-21.75,-7.25)
(-29,-14.5)
(-14.5,-14.5)
(-21.75,-21.75)
(-29,-29)
0, -29)

Fonte: Elaborado pelos autores.

—|—~ Qoo Q=

Observamos que para reposicionar uma determinada peca do Tangram, € suficiente que
seus vértices sejam reposicionados (caracteristica dos movimentos rigidos, por exemplo
rotagdo, reflexdo, translagc@o). Diversos caminhos podem ser tomados, aqui apresentaremos
um deles. Conforme apresentado na Figura 4.3, a parede da casa serd formada pelos
triangulos 75, T'1, T2 e T3.

Inicia-se com uma translacdo horizontal a direita do tridngulo 7'5, de modo a se
posicionar de forma centralizada horizontalmente no restante da folha, ou seja, o tridngulo
serd movimentado em 40 unidades para a direita, conforme Figura 4.5.

L
T
X
:JE_I{'—HL G
maa,

Figura 4.5: Movimentagao do tridngulo 7'5.

Para essa translagdo, os vértices do tridngulos 7'5 sdo reposicionados através da adi¢dao

15| . o o
do vetor o | s suas coordenadas, ou seja, obtemos que a nova posi¢do de seus vértices,

40 —-29 40 11 25.5
dadas pelos pontos: I} =1+ [01 = {_29} + [01 = [_29}, G = {_14.5} e =
[ 40

—14.5|"
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Para a translacdo do tridngulo 7'1 e 72, o movimento inclui uma movimentagao de

40 unidades a direita e 14.5 unidades para baixo, portanto adiciona-se o vetor _4112 5] ,
(o 11 25.5
obtendo as novas coordenadas dos vérticesde T1, A| = ,B1 = el =
—14.5 —14.5
11 25.5 40 32.75
[_29] ;eparaT2, By = {_14.5] ,C = [_14'5] eD) = [_21'75] . O resultado pode ser

observado na Figura 4.6.

Figura 4.6: Movimentagao dos tridngulos 71 e T2.

Para formar a parede da casa, falta efetuar a movimentagdo do tridngulo 7'3, entretanto,
nesse caso, ndo basta uma translagdo, € necessaria mais uma transformacgdo. Neste caso,
faremos primeiro uma reflexdo em torno do eixo y, e posteriormente, uma translacdo. A

reflexdo € dada pela multiplicacdo da matriz [ 0} e o resultado serd transladado com

0 1

- 18.
a adi¢do do vetor {_7‘ 75

g1 0 B 18257 _ [-1 0] [-21.75 N 18251 [ 40
=10 1 —725| 10 1| | =725 —725| ~ |=14.5]"
g1 0 e 18251 _[-1 0] [-21.75 N 18257 [ 40
=10 1 —725 10 1| [=21.75 ~725| ~ | =29

P e 18257 _[-1 0] [-145 N 18251 [ 32.75
27010 1 725! |0 1| |-145 —7.25| = |=21.75|"

que pode ser observado na Figura 4.7.

} . Como resultado temos
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T EEEREERE A
el

i :‘§_

Figura 4.7: Movimentagdo do tridngulo 7°3.

Dando sequéncia as, reposicionaremos o tridngulo 74, que formard a primeira parte do
telhado. Neste caso, também o resultado desejado nao pode ser obtido apenas por uma
translacdo. Entdo iniciamos com uma rotacio de 90°, no sentido hordrio, ou equivalente-
mente, de 270° no sentido anti-hordrio e entdo efetuamos o reposicionamento com uma
translagcdo. A rotacdo é dada pela matriz

cos 270° —sen270°| | cos90° sen90°| | 0 1
sen270°  cos270° |  |—sen90° cos90°| |—1 Of’

que ao aplicar nos vértices do tridngulo 74, tem-se o seguinte resultado
0 1 0 1] |0 0
=[5 o e=[% ol b= o)
0 1 0 1 0 -29
ae o= o ] =1

=[5 o[ ) g - []

A ilustracdo geométrica desses efeitos pode ser observada na Figura 4.8.
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Figura 4.8: Movimento de rotagdo do tridngulo 74.

Vamos esfetuar agora uma translacao de 45 unidades para a direita e 14.5 unidades

45
14 5} . Como resultado, obtemos

r=[o] +[ s = [10s]
=[] [ =[]

Gu — —14.5 + 45 | 130.5
Y7 145 —14.5] | 0 |’
que pode ser observado na Figura 4.9.

1 W |

V&

para baixo, representada pela adi¢do do vetor {

Zeeeeseamaee

I 14
| 14
1
|_|_|_'
1
1

Bl e
AN e
...._‘_" o ! I 1 _Ji_
'1__! HA N T
EEEE T ] |_|I;_H||'|' }\\JI
T 'H—I|=—r_...j-_-
_| ii!:liiil—i_—iT.ill'||l:.|I;III|

Figura 4.9: Movimento de translagdo do tridngulo 7'4.

Neste ponto, faltam duas pecas para serem reposicionadas. Iniciamos com o para-



4.4 Desenvolvimento do projeto 89

lelogramo P. Primeiro efetuamos uma rotacdo de 45°, no sentido horario, dada pela
matriz

cos 315° —sen315°| | cos45° sen45° | @ \/TE
sen315°  cos315° |~ |—send5° cos45°| _\/75 @ ’

. ) - 45 .
Posteriormente, realizamos uma translagdo, somando o vetor _145] Finalmente

como resultado obtemos

B | 2P| gL [d676] _| 2 2| [-2175]  [46.76] _ [26.25
S V) —145) 7 | _v2 V21| =725 T [-145) T [ 425
2 2] 46.76] [ 2 V2| [-297 , [46.76 16

— 2 2 : — 2 2 . : ~
el IR F*{—m.s}_ D {—14.5}{—14.5} {—4.25}’
[ 2 2] 46761 [ 2 2] [-21.75] , [46.76 16
_| 2 2 : N ) 2 |. : : ~
=y 2 H+[—14.5} D [—21.75}4“{—14.5] {—14.5}
€
L[ 2] Teee) [ 2 4] [-29], [4676] [ 575
2T | ias) T o -a9) T 14| T 4]

TTILTTTT
1
e T

PN

Figura 4.10: Movimentagdo do paralelogramo P.

Observando atentamente, percebe-se que as coordenadas obtidas para os pontos E»,
F>, H, e I ndo correspondem exatamente as posi¢des na Figura 4.8, isso decorre devido
ao paralelogramo EF HI ndo ser uma representa¢do muito precisa da peca do Tangram,
de fato, devido a construcdo da peca, percebe-se que a mesma € um pouco mais estreita
que o paralelogramo EF HI, entretanto, para os propositos do projeto nao se considera
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um problema, mas sim um possivel ponto de discussdo durante o desenvolvimento da
atividade.

Finalmente, falta apenas o reposicionamento do quadrado Q. Primeiro efetuamos uma
rotacdo de 45°, no sentido hordrio, e posteriormente, uma a translagdo, somando o vetor

{36_'4715] . Como resultado temos
. V22 5 [3675] _ V22l 145 | [3675]  [26.5
3=z 2 4| T2 2 0 —4 |7 l625]"
2 2 22 - } i
o V22 gy [3675] _ V22l 12175 L [3675]  [16.25
3= _@ % 4 | = _@ % —-725| 7| -4 |7 625"
b V22 oo [3675] _ 221 1725] | [36.75] _ [26.5
2= v | P e | T | ras| T e [T 4
) 2 2 2
€
o | 2 B o 3675 _ | 2 | [-145] , [3675] _ [1625
STz A YT e [T e | s T e [T e )

Figura 4.11: Movimentacio do quadrado Q.

4.4.2 Utilizando o GeoGebra na representacdo das transformacoes no plano

Considere agora que seja proposto aos alunos que estes desenvolvam no GeoGebra uma
atividade andloga a descrita na Secdo 4.4.1, ou seja, a partir das pecas do Tangram, agora
representados na Janela de Visualizacdo, apresentem os movimentos e transformacdes das
das representacdes das pecas do Tangram na formacgdo de alguma figura de sua escolha,
fazendo uso da Geometria Dinamica que o GeoGebra propicia, bem como dos demais
recursos algébricos, aritméticos e geométricos disponiveis.
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A seguir, € apresentado um dos intimeros caminhos possiveis a serem explorados.

Inicia-se pela escolha da figura a ser utilizada, neste caso, de um barco, conforme Figura
4.12.

Figura 4.12: Representacdo de um Barco formado pelas pecas do Tangram.

Observe que as pegas do Tangram, utilizando as transformacdes de rotagao, reflexdo,
translacdo, ampliagdo e cisalhamento, podem ser obtidas a partir de apenas um tridngulo
retangulo, com catetos iguais, e um quadrado. Assim utilizando o campo de entrada do
GeoGebra define-se os vértices do tridngulo 7 : A = (—1,0), B= (0,0) e C = (0,—1);
e do quadrado Q0 : A = (—1,0), B=(0,0), D= (0,1) e E = (—1,1). Posteriormente
utilizando a ferramenta poligono, o tridngulo e o quadrado s@o construidos, renomeados,

respectivamente, como 7 e Q com alguns rétulos ocultados e cores alteradas. O resultado
pode ser observado na Figura 4.13.

2
E D
[ 1e
A B
® e

-3 -2 -1 70 1 2 3
C
_1"

Figura 4.13: Tridngulo T e quadrado Q utilizados para a representacdo das pecas do Tangram.

O primeiro passo serd obter a partir do quadrado Q a peca do Tangram em formato
de paralelogramo. Medindo o Paralelogramo do Tangram, obtemos que seu lado menor
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e a sua diagonal menor medem aproximadamente 5.125¢m. Assim, inicia-se com uma

transformacdo de ampliacdo, com fator k; = 5.125, dada pela matriz []8 ]? } , que em
1

notagdo algébrica pode ser representada pela transformacao linear
Ti(x,y) = (k1x,k1y).

Como o objetivo € utilizar o recurso de geometria dindmica (movimento), utilizamos o
k1 como um controle deslizante, com valor entre 0 (sem ampliacdo) e 5.125 (ampliagcdo
desejada). A Janela de Algebra do GeoGebra ndo permite trabalhar com fungdes dessa
natureza, entao recorremos a Janela CAS.

Inicialmente, utilizando a ferramenta controle deslizante, define-se o controle k;.
Posteriormente, na Janela CAS, digita-se T_1(x,y) := (k_1 xx,k_1 xy), dessa forma,
definindo a transformacgdo 7. Agora, pode-se construir o quadrado Q1, a ampliacao de Q,
com fator &y, iniciando pela obtencao de seus vértices, utilizando os seguintes comandos na
Janela CAS: A_1:=T_1(x(A),y(A)),B_1:=T_1(x(B),y(B)),D_1:=T_1(x(D),y(D)) e
E_1:=T_1(x(E),y(E)), e na sequéncia construindo o poligono utilizando o comando
Q1 :=Poligono(A_1,B_1,D_1,E_1), o resultado pode ser observado na Figura 4.14.

k, =5.125 7A
®

6
E1 [)1
5
4
Q1 .
2,
E D
® 1e
Al A°|B
o -
-5 -4 -3 -2 -1-.10 Bl 1 2 3
-1
C

Figura 4.14: Ampliacdo do quadrado Q na direcdo de ambos os eixos com fator k; = 5.125.

Na segunda parte, para obtermos o Paralelogramo, utilizamos a transformacao cisalha-

mento na direcdo oposta ao eixo x, com fator k; = —1, dada pela matriz Ll) kﬂ , que em

notacdo algébrica pode ser representada pela transformacao linear

T (x,y) = (x+kay,y).

O valor ky = —1 é obtido por exemplo, fazendo 7> (D) = 15(0,5.125) = (—5.125,5.125).
Novamente, para fazer uso do efeito de movimento, inserimos k, como um controle des-
lizante com valores de —1 a 0, configurando para a animagao decrescente, pois quando
ko = 0 temos um efeito nulo de cisalhamento e o resultado desejado é obtido quando
ko = —1. De forma andloga ao feito na etapa anterior, obtemos o paralelogramo L, a partir
da transformacdo por 7, dos vértices de Q1, o resultado pode ser observado na Figura 4.15.
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ky 5125 °A
k2 2 2(\E1 .
L N
2
E D
1@
-18-17-16-15-14-13-12-11-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 Bll 2 3
-1

Figura 4.15: Paralelogramo L obtido por cisalhamento do quadrado Q1, na dire¢@o oposta ao eixo x e fator
ky=—1.

Para finalizar, precisamos posicionar o Paralelogramo L na posi¢do desejada que, neste
caso, foi escolhido sobre o eixo x, com o vértice B; transladado para o ponto B3 = (15,0),

ou seja, a translacdo é dada pelo vetor vi = . Para isso foi utilizada a translagao

1
0
T3(x,y) = (x,y) + k3 - (15,0) = (x + 15k3,y), onde k3 serd um controle deslizante com
valores entre 0 e 1, permitindo assim, a observacdo do movimento de translacdo. A Figura

4.16 mostra o paralelogramo L; em sua posic¢ao final desejada.

ky = 5.12510A
-

k2 =-1 9
: B
5 D2 E1 o &E3 D3
4
L Q1 , L
E?uD
AXNJA; ANSBB, Ag By

—10—9—8—7—6—5—4—3—2:11Ef 2 3456 7 8 9 1011121314151617

Figura 4.16: Paralelogramo L; em sua posic¢do final como parte do barco a ser construido.

Observe que, o paralelogramo L pode ser obtido diretamente do Quadrado Q, através
da composicao das transformagdes utilizadas, na ordem em que foram aplicadas, ou seja,
através da transformacao

T30T,0T (X,y)

aplicada diretamente nos vértices de Q.

Diante dessa observacdo, para as demais pecas, apresentaremos apenas o resultado
final das transformacdes aplicadas consecutivamente. Como nosso objetivo € somente o
paralelogramo L;, ocultaremos o quadrado Q1, o paralelogramo L, os seus vértices e 0s
vértices de L.

Agora vamos obter a segunda peca que forma o casco do barco, que nesse caso
€ um triangulo retangulo com ambos os catetos medindo 7.248. Para isso, efetuamos
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uma ampliacdo do tridngulo 7' na dire¢do de ambos os eixos, com fator k4 = 7.248,
posteriormente rotacionamos o = 225° no sentido horario, e finalmente, efetuamos uma

translacdo horizontal dada pelo vetor v, = . As transformacodes, respectivamente,

1

0

aplicadas nos vértices A, B e C do tridngulo T sio dadas por
T4(x,y) = (k4x7k4y)7 1 <k4 <7.248,

T5(x,y) = (cos (o )x —sen (ot)y,sen (o )x+ cos (a)y), 0° <y <225°

T6(x7y) = (x,y)—l—k5(15,0), 0<ks <1

Posteriormente, utilizando os pontos resultantes, constrdi-se o tridngulo desejado. Na
Figura 4.17 pode-se observar o resultado final.

k, = 5.125 %
k, = -1 8
o? T,
e 6
k, = 7.248
® oo >
o =225°
2
-
-9 -8-7-6-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 1516 17 18 19 20
-1

Figura 4.17: Posicionamento do tridngulo verde formando o casco do barco.

Na sequéncia, posicionaremos o tridngulo rosa sobre o casco do barco. Para isso,
faremos uma ampliacdo em ambos os eixos de fator kg = 5.125, uma rotacdo de o, = 45°
16.5]

875

respectivamente, aplicadas nos vértices A, B e C do tridngulo 7 sdao dadas por

no sentido hordrio e uma transla¢do dada pelo vetor v = As transformacoes,

T7(x,y) = (k6x7k6y)7 1 <kg<5.125,
Tg(x,y) = (cos (0p)x —sen(0y)y,sen(0p)x+ cos (0n)y), 0° <o <45°
T9(x7y) = (X,y)+k7(165,875), 0<k;<1.

Posteriormente utilizando os pontos resultantes, constréi-se o tridngulo desejado. Na
Figura 4.18 pode-se observar o resultado final.
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ky = -1
*2

-
—9—3—?—6—?(—4_—i—2—1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
7e

Figura 4.18: Posicionamento do tridngulo rosa

Dando prosseguimento a montagem do barco, o quadrado laranja sera posicionado.

Para isso, faremos uma ampliacdo, em ambos os eixos, de fator kg = 5.125, uma rotagdo
de az = 45° no sentido horario e uma translacdo dada pelo vetor vy = 283'7755 . As

transformacdes, respectivamente, aplicadas nos vértices A, B, D e E do quadrado Q sdo
dadas por

Tio(x,y) = (ksx,kgy), 1 <kg<5.125
T11(x,y) = (cos (03)x —sen(o3)y,sen(03)x+ cos (o3)y), 0° < oz <45°

TIZ(x7y) = <x7y)+k9(23757875>7 0< k9 <l

Posteriormente, utilizando os pontos resultantes, constrdi-se o quadrado desejado. Na
Figura 4.19 pode-se observar o resultado final.

k, = 5.125 22A
£l
= - 20
=1
k3 ; 1 18
ky =7.248 |,
L
a; = 225°
K e 14
5 =

k7% 8
k8=5.125 6
@ o
a3f45 4

ko =1

i -
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Figura 4.19: Posicionamento do quadrado laranja.

Analogamente, podem ser posicionados os triangulos vermelho, amarelo e vinho.
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Para o vermelho, faz-se uma ampliacdo 713, em ambos os eixos, de fator kg = 10.25,
uma rotacdo Ti4 de oy = 315° no sentido horario e uma translacao 7js5 dada pelo vetor
L 120.125
5712373
de fator k1o = 10.25, uma rotacao 717 de ais = 270° no sentido horério e uma translacao
12.877
5.125
uma ampliagdo 719, em ambos os eixos, de fator k14 = 5.125, duas reflexdes sequenciais,
uma em torno do eixo y, T (x,y) = (—x,y) e outra em torno do eixo x, S(x,y) = (x,—y). O
resultado serd identificado com uma reflexdio em torno da origem Thg(x,y) = (—1)%15 - (x,y),
12.877}

. Para o triangulo amarelo, faz-se uma ampliacdo 774, em ambos 0s €ixos,

T3 dada pelo vetor vg = [ } . Finalmente, para o tridngulo vinho, pode-se efetuar

19.621
Posteriormente utilizando os pontos resultantes constroi-se os triangulos conforme a
Figura 4.20.

onde k5 = 0 ou kj5 = 1 e, finalmente, uma translagio 75 dada pelo vetor v; = [

ek, =5.125 26h

ko, = -1
.2 Qk3 =1 24
k, =7.248
® 4 o 22
o1 = 225
oks = 20
k. =5.125
6
‘02 = 45° 18
L ]
gr-k';' =1 16
ke =5.125
® 8 .
%3 = 45 14
GRk = 10.25
L ]
@kll 1 8
%5 = 270° 6
c_t-k13 =1 4
@Ew = % 2
e 16 , /
-14 -12 -10 -8 6 -4 -2 o 5 4 6 B8 10 12 14 16 18 30 22 %2

Figura 4.20: Representagdo final do Barco obtida a partir de transformagdes no plano do quadrado Q e do
triangulo 7.

Ao efetuar movimentagdes aleatdrias nos controles deslizantes, os resultados sdo bem
diversos, e talvez, possa atrapalhar a utilizacdo da constru¢do sequencial efetuada. Assim,
podemos configurar cada controle deslizante, de modo que o mesmo fique visivel apenas
quando o movimento dado pelo controle deslizante anterior tenha sido concluido, ou seja,
no seu valor final, e que, a0 movimentar o controle deslizante posterior o mesmo se oculte,
ou seja, quando o controle deslizante assumir valor diferente de seu valor inicial, entdao
o controle deslizante anterior deve ser ocultado. Por exemplo, o controle deslizante k4 €
configurado com os seguintes passos:

* Clique com o botdo direito sobre o controle deslizante e acesse a op¢ao Propriedades.
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* Clique na aba Avancado.
* No campo Condig¢des para Exibir Objeto, digite: k_3 21 N a_l 2 0° . Destaca-se

? ~ . . . , e
que = 1 e /\ sdo simbolos especiais do GeoGebra e devem ser incluidos utilizando,
no extremo direito do campo ou linha de entrada, o simbolo @ clicando sobre o

mesmo e localizando o simbolo desejado. O simbolo =z apresenta o teste 16gico de
igualdade e o simbolo A representa o operador l6gico “e”.

Uma versdo com essas configuragdes aplicadas podem ser observadas no arquivo

disponivel no site oficial do GeoGebra (https://www.geogebra.org/m/hhfd5djk) ou através

do QR-code apresentado na Figura 4.21.

Figura 4.21: QR-code com o link para a construgdo final

Ajustes adicionais podem ser efetuados e recomendamos que ao utilizar esse projeto
sejam estimuladas as mais variadas configuracdes que possam surgir, favorecendo a
pluralidade dos conhecimentos do contexto.

Consideracoes finais

As atividades desenvolvidas nesta proposta, passa pela intencionalidade de construir
um espaco de discussdo do tépico de transformagdes no plano, que envolve contetdos
matematicos presente na Educagdo Bésica e claramente no Ensino Superior, uma ponte
importante entre a formacao do futuro professor e sua pratica depois de formado.

Destaca-se que a atividade desenvolvida mostrou-se interessante para contextualizar
temas como matrizes e multiplicacdo de matrizes no contexto da Educa¢do Basica, bem
como associar a matemdtica algébrica/analitica por tras de efeitos geométricos comuns da
Educacio Bésica e do Ensino Superior, como translagado, rotacdo e reflexdo.

A abordagem adotada favorece a transi¢do entre trés das principais formas representati-
vas de objetos matematicos: a forma verbal, a forma geométrica e a forma algébrica. A
vivéncia e a compreensao dessas formas e da transi¢ao entre elas sdo fundamentais para o
estabelecimento de uma formacgdo sélida em Matemdtica, bem como na aplicacio desse
conhecimento na resolu¢do de problemas e na articulagdo desses saberes no processo de
ensino e de aprendizagem.

O percurso apresentado, inicia-se com a utilizacdo de materiais manipuldveis, pois
assim, torna a temdtica mais acessivel aos participantes, envolvendo a ludicidade, inclusive,
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podendo ampliar o desenvolvimento, de forma que os participantes possam produzir
videos explicativos do desenvolvimento e da utilizacdo. No segundo momento faz-se
o uso do GeoGebra, na intencionalidade de ampliar o conjunto de instrumentos para o
Ensino da Matematica, para que seja possivel resolver problemas da drea de matemadtica e
efetivamente contribuir para a inclusdo digital dos participantes.

Uma contribui¢do deste projeto é a ampliagdo do significado dos movimentos de trans-
lacdo, rotacdo e reflexdo, pois agora passam a ser vistos também na perspectiva algébrica,
muito importante para a matematizacao de problemas que envolvem tais conceitos.
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5.1

Polyanna Possani da Costa Petry

Mazilio Coronel Malavazi

Raul Abreu de Assis

Apresentacdo

Contetidos explorados: Equagoes diferenciais ordindrias, séries de poténcias.

Objetivo: Por meio do software GeoGebra, possibilitar ao estudante a compreensao da
utilizac@o de séries para representacao de fungdes, utilizando séries de poténcias para
determinar a solu¢do de uma equacao diferencial.

Publico alvo: O projeto pode ser desenvolvido em cursos de Equagdes Diferenciais,
Sequéncias e Séries e Modelagem Matemdtica. Além disso, considerando que o aluno
tenha conhecimento dos conceitos envolvidos, pode-se utilizd-lo em cursos de Tecnologias
Aplicadas a Educacdo.

Tempo previsto de execucao: 8 horas-aula (exposi¢do de contetiido e atendimento) +
12 horas de dedicacdo extraclasse (construcdo no Geogebra, elaboracao de relatério e
apresentacdo).

Aplicacdo explorada

Apesar de, inicialmente, ndo parecer conveniente representar uma fung¢do conhecida por um
soma infinita de termos, a representag¢do de fun¢des como séries € muito Util em diferentes
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situacdes, como Stewart (2013), aborda:

[...] essa estratégia € util para integrar fung¢des que ndo t€m antiderivadas
elementares, para resolver as equagdes diferenciais e para aproximar
fungdes por polindmios. (Cientistas fazem isso para simplificar ex-
pressdes que eles utilizam; cientistas que trabalham com computadores
fazem isso para representar as funcdes em calculadoras e computadores).
(STEWART, 2013, p.674).

Dessa afirmacio, destacamos em particular, a contribui¢do das solu¢des em séries para
as equagdes diferenciais, uma vez que existem situagdes em que ndo € possivel encontrar
uma solu¢do em termos de fungdes elementares e, portanto, as séries contribuem nesse
sentido. Observamos que nem toda fun¢do possui representacdo em série de poténcias e
que para fazer tal abordagem, outras discussdes sd0 necessdrias, € neste caso sugerimos
a referéncia Boyce e Diprima (2006). Portanto, para o desenvolvimento deste projeto,
partiremos do fato de que as fun¢des aqui abordadas possuem representacdo em séries de
poténcia.

Justificativa do projeto

Em geral, obter explicitamente a solu¢do geral de uma equacgao diferencial de segunda
ordem € possivel quando a equacao diferencial possui os coeficientes constantes. No
entanto, ao se trabalhar com aplicacdes, as equagdes diferenciais que surgem podem conter
coeficientes varidveis e, portanto, € importante poder e saber resolvé-las. Desta forma, faz-
se necessario buscar solucdes além das funcdes elementares do Célculo, e conforme Boyce
e Diprima (2006, p. 131) “a ferramenta principal de que precisamos € a representacao de
uma func¢do dada em série de poténcia”. Além disso, ao utilizarmos o método de séries
de poténcias para determinar a solu¢do da equacgdo diferencial, uma dificuldade que pode
surgir € justamente na obtencdo da férmula geral ¢, dos coeficientes da série — o que nem
sempre € uma tarefa simples e possivel. Nesse sentido, o software GeoGebra pode ser
muito util, apresentando uma visualizagdo geométrica — possibilitando, por exemplo, a
comparacao dos gréficos da solucdo da EDO com algumas somas parciais da série — sem
encontrar necessariamente uma lei de formacao para os coeficientes c,.

Fundamentacdo tedrica

Considerando o conhecimento prévio dos conceitos séries de poténcia (convergéncia),
representacdo de funcgdes por séries e a solugdo de equacdes diferenciais, fundamentaremos
este projeto no sentido de encontrar uma solucao para as equacdes diferenciais ordindrias
por meio das séries de poténcias. Para maiores detalhes, recomendamos as referéncias
Stewart (2013) e Boyce e Diprima (2006).

Resolucdo de equacdes diferenciais ordindrias por série de poténcias.
Resolver a equacdo diferencial de segunda ordem y” + P(x)y’ + Q(x)y = 0 pelo método
das séries de poténcias, significa procurar uma solu¢do para a equacao na forma:

)

y=Fx) =Y calx—x0)" = co+ci(x—x0) +ca(x—x0)* + - (5.1
n=0
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Semelhante ao método dos coeficientes indeterminados, o0 método consiste em substituir
a expressdo (5.1) na equacgdo diferencial e determinar os valores dos coeficientes ¢y, cy,
c2, ..., Cp, .... Parailustrar, a seguir € apresentada uma equacao diferencial de segunda
ordem com coeficientes constantes. Tal equacio poderia ser resolvida pelo método dos
coeficientes indeterminados. No entanto, para uma melhor compreensido do método (no
sentido de comparar os resultados obtidos), sua solucao serd calculada utilizando série de
poténcias.

= Exemplo 5.1
Encontrar em série de poténcias a solugdo para o problema de valor inicial y" +y =0,
¥(x0) = yo €Y' (x0) = vo.

Suponha que exista uma solu¢do na forma y = Y~ c,(x — xo)". Portanto, y' =
Yo nea(x—x0)" ey =Y 5 (n—1)nc,(x —x0)" 2.

Substituindo y, y' e y”” na EDO, tem-se:

(o)

Z (n—1)ncu(x—x0)" 2+ i cn(x—x0)" =0. (5.2)
n=2 n=0

Para que os somatérios sejam agrupados € preciso que ambos tenham o mesmo termo
geral. Desta forma, fazendo o deslocamento do indice no somatdrio a esquerda na expressao
(5.2), substituindo n por n+ 2 e comegando a soma em 0 em vez de 2, obtemos:

o) (o]

Z(n+1)(n+2)cn+2(x—xo)"+ Z cn(x—x0)" =0, (5.3)
n=0 n=0

que pode ser reescrita na forma:

(o)

Z (x—x0)"[(n+1)(n+2)cpy2+cn) = 0. (5.4)
n=0

Para que esta equacio seja satisfeita para todo x, devemos ter:

w2 = o (5.5)

n+1)(n+2)

A partir da relagdo de recorréncia obtida encontramos os coeficientes ¢, da solucio

y=Y,_ocn(x—x0)". Primeiramente para n = 0, depois para n = 1 e assim sucessivamente,
obtendo:

co ci
CQZ—E, C3:—ﬂ
. (60) . co o 3 . 1
4T3 4T 43210 ST 45 5.4.3.2
C4 Co Cs5 C1

c7 =

Cq = — = — — — —
°~ 756 654321 67 7-6-54-3-1
Note que os coeficientes com indices pares e os coeficientes com indices impares sao
determinados separadamente. Assim, para indice par,

(="

S =123, (5.6)

Con =
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e para indice impar,
c ——<_1)n c

Substituindo os coeficientes (5.6) e (5.7) na solu¢do y = Yo" cu(x —xp)" temos:

n=1.2.3,.... (5.7)

1 1

y:c0+cl(x—x0)—Eco(x—xo)z—ycl(x—xo)3+--~—l—
n ' no 5.8
(—1) Co(x—x0)2n+ (_1) Cl(x—X0)2n+l+"' ( )
2n! 2n+1)!
1 1 -1
y=aoll — - (r—x0) 4 3 (e—x0) 4 O g
2! 4! 2n!
1 3, 1 5 (=" 2n+1 6:9)
n
cl[(x—xo)—g(x—xo) +§(x—xo) + +(2n—|—1)‘(x x0) T A
- (=" R = Gl Ol ot
=c X — X +c ———(x—x . 5.10
Y OH;) 2 ¥ 0) 1,;)(2n+1)!( 0) (5.10)
Utilizando as condig¢des iniciais y(xp) = yo € ¥ (x0) = vo:
- (=) m, v (D" o+l
= — —_—(x— . 5.11
y yon;) o (x—x0) +V0n;)(2n+l)!(x X0) (5.11)

Observagdo: Para xo = 0, temos a séries de Taylor centrada em 0, isto €, a série de
Maclaurin das fungdes cos x e senx, respectivamente, convergentes para todo x. Ficando
a solucao na forma, y = yg cos x +vgsenx. E, pelo estudo de equacgdes diferenciais de
segunda ordem, sabemos que tal problema do valor inicial possui como solucdo y =
Y0 COS X + Vg senx.

O Exemplo 5.1, € apenas uma ilustragdo para que possamos de fato verificar que as
solucdes em séries tém a mesma expressao que as fungdes solucdes da equacao diferen-
cial. No entanto, como mencionado anteriormente, a solu¢do em séries para equacdes
diferenciais de segunda ordem, sdo utilizadas, principalmente, quando nao é possivel
encontrar solucdes expressas em termos de funcdes elementares. Desta forma, a proposta
deste projeto centra-se em ilustrar a aproximacao da solugao em séries em torno do ponto
xo de solucdes de equacdes diferenciais, utilizando o software GeoGebra que, além de
possibilitar tal visualizacdo, € uma ferramenta ttil para os casos em que encontrar uma
férmula geral para o coeficiente ¢, torna-se uma tarefa dificil.

5.2 Metodologia

5.2.1 Ferramentas do software GeoGebra

As duas principais ferramentas do software GeoGebra utilizadas para o desenvolvimento
deste projeto serdao: Planilha — caso a férmula geral do coeficiente ¢, ndo seja conhecida,
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utiliza-se tal ferramenta para a construcio da relac@o de recorréncia e assim determinar as
somas parciais da série; ResolverEDO — para obter as solucdes de equagdes diferenciais
ordindrias. Portanto, por meio destas ferramentas, além do aprendizado da utilizagao de
métodos numéricos e analiticos, ao final serd possivel a visualizacio da representacdo de
fungdes por séries.

Finalmente, apresentamos a aplicag¢do da utilizacdo de séries para determinar a solug¢ao
de uma equacdo diferencial ordindria cuja solu¢do nao se pode representar por meio de
funcdes elementares.

Planilha

Como mencionado anteriormente, encontrar uma férmula para ¢, nem sempre € uma tarefa
simples ou possivel. Por meio da ferramenta Planilha do GeoGebra, podemos encontrar os
coeficientes utilizando apenas a relagcdo de recorréncia obtida. Para ilustrar o processo de
construcdo, serd considerado o Exemplo 5.1, apresentado anteriormente. Com o software
aberto, clique em Exibir e em seguida Planilha. Como € apresentado na Figura 5.1.

o Construgéio - graficos das somas parciais.ggb - o IEN
Armquive Editar Exihir: Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Q = _:-I Janela de Algebra Ciri+Shift+A 4 = ‘-:H
|| ® L5 Planilha Ciri+shit+3 N —*
- Jang;a de Alf [x-  Cdlculo Simbélico (CAS) Cirl+Shift+K X
=~ _,.ﬁ rﬁ Janela de Visualizacio Ciri+Shift+1
@ Janela de Visualizacio 2 Ctri+Shift+2 44
& Janela de Visualizacio 2D Ciri+Shift+3
Protocolo de Construc3o Ciri+Shift+L ;|
<. Calculadora de Probabilidades Ctri+Shift+P
H Teclado

(5]
:

Z Campo de Entrada

¢ Layout.. .
£ Atualizar Janelas Clri+F
Recalcular Tados os Objetos  Cii+R

= = - o 1 2 3 4 5

Entrada:

Figura 5.1: Captura de tela do software GeoGebra - exibir planilha de cdlculo.

Nas células Aj, j = 2,3, ..., inserimos os valores que n assume, isto é, n =0,1,2,3,....
Tendo definido os valores para n, o préximo passo consiste em determinar os coeficientes
cn,n =0,1,2,.... Como os coeficientes cg e c| s@o, respectivamente, yg € vo fornecidos
pelo problema de valor inicial, criamos os controles deslizantes yy e vg € 0s inserimos nas
células B2 e B3, respectivamente. Na Figura 5.2 apresentamos como associar a célula B2
ao controle deslizante yy.
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Figura 5.2: Captura de tela do software GeoGebra, planilha de cdlculo — associando a célula B2 ao controle
deslizante yy.

Para obtermos os outros coeficientes, nas células Bj, j = 4,5,..., utilizamos a relacdo

de recorréncia ¢,y = —m, comn=0,1,2,.... Desta forma, na célula B4, para

obtermos o coeficiente c;, digitamos = (—B2) /(A3 xA4).
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Figura 5.3: Captura de tela do software GeoGebra, planilha de cdlculo — na coluna Bj, j = 4,5,.. ., digitar a

relag@o de recorréncia ¢, o = —m, comn=0,1,2,....

Utilizando o recurso do software de copiar férmula, obtemos facilmente todos os outros
coeficientes c,,, n > 3. Para 1sso, basta clicar no canto inferior direito da célula B4 e em
seguida arrastar, como € apresentado na Figura 5.4.
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Figura 5.4: Captura de tela do software GeoGebra, planilha de célculo — clicando e arrastando na posi¢do
indicada, a férmula da célula B4 é copiada para as células abaixo.

Definidos os coeficientes da série de poténcias que resolvem a equacdo diferencial,
podemos definir as somas parciais S, = Y1 ¢i(x — xo)i nas células Cj, j =2,3,.... Assim,
como Sy = cp, na célula C2 inserimos B2 (célula equivalente ao coeficiente cp). Na célula
C3, para obtermos a soma parcial S; = ¢+ ¢ (x —xo)!, digitamos = C2 + B3(x — x)"A3
(deve-se criar um controle deslizante para xg).
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Figura 5.5: Captura de tela do software GeoGebra, planilha de célculo — ap6s criar controle deslizante para
Xo, associar a coluna Cj, j = 2,3,4,..., as somas parciais S, = Y, ¢i(x —xo)".
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Para obtermos as outras somas parciais S,, n > 2, clicamos no canto inferior direito
da célula C3 e arrastamos para baixo, da mesma forma que procedemos para obter os
coeficientes c,. Na Figura 5.6, temos o resultado obtido apds esse processo.
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Figura 5.6: Captura de tela do software GeoGebra, planilha de cdlculo — somas parciais obtidas.

Neste momento, o grifico de cada uma das func¢des (somas parciais) serd gerado. Caso
isto ndo ocorra, entre nas propriedades das fungdes e clique em Exibir Objeto.
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Figura 5.7: Grificos das fun¢des somas parciais S,, comn =0,1,2,...,48 e x9g =0,y =0.5e vg = 1.
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Algumas observagdes interessantes podem ser feitas a partir da Figura 5.7. Em primeiro
lugar, podemos ver que perto do ponto de expansdo (xop = 0), as somas parciais convergem
mais rapidamente para a solucao da equacdo diferencial, neste caso, y = yg cos x + vgsenx,
como € ilustrado na Figura 5.8. Além disso, podemos observar que, quanto mais somas
parciais da série Y, c,(x —xp)" forem feitas, melhor a aproximacao do gréfico da fungdo
solugdo.

o - olES

I Arguivo Editar Exibir Opcbes Femamentas Jansla Ajuda Ertrar...

[RILAAEA D QO <) N

Entrada:

Figura 5.8: Grificos das func¢des somas parciais S, = Y1 ci(x —x0)" € y =y cos x+ vosenx, com xg = 0,
y():().SGVQ: 1.

Observagdo: Quando tem-se a expressdo geral do coeficiente ¢,, podemos utilizar o recurso
Soma para obter as somais parciais da série de poténcias, substituindo a necessidade de
construcdo da Planilha. Para este caso, basta digitar no campo Entrada do software a
palavra Soma, escolher a opcao Soma(<Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor
Final>) e realizar as substituicOes adequadas. No Exemplo 5.1, para o problema do valor
inicial dado, obtivemos a seguinte solucao:

y:yoi (_l)n(x_xO)Zn_l_vOi (_1)}1 (X_XO)ZIH-I
Z o L ont1)! ‘

Assim, fazemos a seguinte substitui¢cdo:

—1)"
2n!

1)
Soma (yo( (x—xo)zn +vo(—)|(x—xo)2”+1,n,0,84) )

(2n+1)

Neste caso, estamos indicando que seja realizada a soma parcial com 0 < n < 84.
Observamos ainda que com este recurso nao € possivel realizar somas parciais para valores
muito elevados de n. Na Figura 5.9 apresentamos o resultado final, em que € gerado o
grifico da ultima soma parcial. Caso queira-se visualizar o grifico de todas as somas
parciais — como € apresentado na Figura 5.10 — € preciso habilitar a op¢ao Exibir Rastro
da fungdo Soma e substituir o Valor Final de n por um controle deslizante com animagao.
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Figura 5.9: Gréfico da 84% soma parcial, com xg =0, yo =0.5e vg = 1.
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Figura 5.10: Grifico da 84% soma parcial obtido apds habilitar a op¢do Exibir Rastro da fun¢do Soma e
substituir o Valor Final de n por um controle deslizante com animag¢ao, com xop =0, ygo =0.5e vo = 1.

ResolvereEDO

Por meio da ferramenta ResolverEDO podemos obter geometricamente a solugdo de
equacdes diferenciais ordindrias de diferentes ordens e também problemas de valor inicial.
Desta forma, como buscamos resolver o problema de valor inicial y” 4y = 0, com y(xg) =
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yo €Y (x9) = vo, no campo Entrada do software GeoGebra digite ResolverEDO e escolha
o comando que resolve, de forma geral y” + b(x)y’ + ¢(x)y = f(x). Conforme € ilustrado
na Figura 5.11.
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Figura 5.11: Captura de tela do software GeoGebra — no campo Entrada digitar ResolverEDO e escolher a
expressdo ResolverEDO( <b(x)>, <c(x)>, <f(x)>, <Valor de x Inicial>, <Valor de y Inicial>, <Valor de y’
Inicial>, <Valor de x Final>, <Passo> ).

Desta forma, para o problema do valor inicial que desejamos obter a solu¢do, fazemos
a seguinte substitui¢do: ResolverEDO( 0,1,0, xo, yo, vo, 8, 1/1000 ), obtendo a solugdo de
xo a 8 (Figura 5.12). Para obter a soluc¢do de xq a -8, fazemos: ResolverEDO( 0,1,0, xo, yo,
vo, -8, 1/1000 ), como podemos observar na Figura 5.13.
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Figura 5.12: Griéfico da fungéo solugdo do problema de valor inicial de xq a 8.
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Figura 5.13: Gréfico da fung¢do solugdo do problema de valor inicial de xop a —8 e xp a 8.

Na Figura 5.14 apresentamos o resultado final dessa constru¢do. Como usamos xg = 0,
¢ possivel observar que nas proximidades de 0 a solucdo sobrepde diversas somas parciais.
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Figura 5.14: Resultado final da construcdo — gréficos das fungdes somas parciais e solugdo do problema do
valor inicial, com xy = 0, yg = 0.7 e vy = 0.7.

Materiais utilizados

Para o desenvolvimento deste projeto, utilizamos basicamente computador e o software
livre GeoGebra. Além das referéncias citadas ao final do projeto.
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5.4 Desenvolvimento do projeto

5.4.1 Obtendo solu¢cdo em série de poténcias de uma equacdo diferencial or-
dindria de segunda ordem que ndo possui solu¢do na forma de funcdo
elementar.

Consideremos o problema do valor inicial y” 4+ x%y 4+xy = 0, y(xo) = yo e ¥ (x0) = vo
e suponhamos que exista uma solugdo na forma y = Y jc,(x —xp)". Assim, Yy =
Yoo nea(x—x0)" ey =¥ 5 (n—1)nc,(x—xp)" 2.

Substituindo y, y’ € ¥’ na equagdo diferencial, vem:

i (n—1)ncy(x —x0)" "2 +x° i nen(x—xo)" 4 x i cn(x—xp)" =0. (5.12)

Fazendo o produto, com xy = 0, na Equacao 5.12:
Z (n— l)ncnx”*2 + Z ne, 4+ Z e, =0. (5.13)
=0

n=2 n=1 n

Agora, observemos que substituindo n por n+ 2 no primeiro somatério da Equacao
5.13, temos:

(o) [}

Z(n— Dnex"2 = Z(IH— 1)(n+2)cpi2x". (5.14)
n=2 n=0

No segundo somatoério da Equagdo 5.13, substituindo n por n — 1, vem:
Y nepd =Y (n—1)c,1x", (5.15)
n=1 n=0

que ainda pode ser escrito como Y. ;(n— 1)c,_1x", pois a parcela inicial é nula.
Fazendo a substitui¢do de n por n — 1 também no terceiro somatério da Equacao 5.13,

temos que:
Z eyt = Z cp_1x". (5.16)
n=0 n=1
A partir de (5.14), (5.15) e (5.16), podemos reescrever a Equagdo 5.13 da seguinte
maneira:
20+ ) (n+1)(n+2)cpsax"+ Y (n—1)cp1X"+ ) cpo1d =0 (5.17)
n=1 n=1 n=1
2e0+ Y [(n+1)(n+2)cps2+ (n—1)cp—i + cn1] X" = 0. (5.18)

n=1

Desta forma, devemos ter:

2=0 o an=— Men-1 (5.19)

nt1)(nt2)
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Neste momento, de posse da relac@o de recorréncia, podemos proceder como descrito
na se¢do 5.2.1 — construcdo da planilha para obtencao do grafico das somas parciais (Figura
5.15) e em seguida, obter a soluc¢do do problema do valor inicial, por meio da ferramenta

ResolverEDQO, cujo resultado final € apresentado na Figura 5.16.

Entrar...
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Figura 5.15: Gréficos das somas parciais obtidas com a relag@o de recorréncia ¢, 42 = — Wr"f)"ﬁ
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Figura 5.16: Resultado final da construcio — graficos das fungdes somas parciais e solu¢do do problema do
valor inicial y” +x?y +xy =0, comxo =0, yo = 0.7 e vy = 0.7.
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Consideracoes finais

O uso de tecnologias como um dos elementos que contribuem de maneira positiva no
processo da constru¢do do conhecimento matematica tem sido apresentada e discutida por
diferentes autores. Em particular, com relacdo a representacdo de fungdes por séries de
potencias o uso de software com interface grafica, como o GeoGebra, torna-se um impor-
tante e essencial componente, uma vez que possibilita geometricamente a visualizacdo de
tal representacdo. Nesse sentido, acreditamos que a principal contribui¢do da construcio
deste projeto se da com relacdo a visualizacdo geométrica da representacdo das funcdes
solucdo dos problemas de valor inicial em séries de poténcias, possibilitando ao estudante,
além da visualizacgao final, a participacdo desta construgao.

Referéncias utilizadas

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C. Equacoes Diferenciais Elementares e Problemas de
Valores de Contorno. 8. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2006.

STEWART, J. Calculo. 7. ed. Sdo Paulo: Cengage Learning, 2013. v. 2.
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Apresentacdo

Contendos explorados: Funcgdes. Operagdes com matrizes (soma, subtracdo, multipli-
cacdo por escalar, multiplicagdo entre matrizes), espacos vetoriais (espaco das matrizes),
produto interno, base de Fourier, Transformada de Fourier Discreta.

Objetivo: Dentre os conteidos mateméticos contemplados no Ensino Médio e também
no Ensino Superior, as matrizes talvez sejam aquele em que podemos encontrar 0 maior
numero de aplicacdes em ambos os niveis. Dessa forma, desejamos explorar os conceitos
envolvendo matrizes apresentando uma interpretacao onde cada matriz pode ser conside-
rada uma imagem bidimensional e vice-versa. Além disso, visa-se explorar conceitos de
Algebra Linear envolvendo espagos vetoriais, produto interno e Transformada de Fourier
Discreta para compreender o processo de compactacdo de imagens.

Piblico alvo: O projeto adequa-se a disciplinas de Introdugao a Algebra Linear e Algebra
Linear em cursos de graduagdo no Ensino Superior e, em uma versdo mais simplificada,
abordando somente os conceitos envolvendo matrizes poderia ser aplicada em nivel de
Ensino Médio.

Tempo previsto de execucao: Entre 10 horas-aula (exposi¢c@o de contetdo e atendimento)
+ 15 horas de dedicagdo extra-classe (elaboracao de relatério e apresentacdo).
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Aplicacdo explorada

A maioria de nds ja escutou os termos: “linha digital”, “som digital”, “imagem digital”,
“camera digital”, entre outros que contém a palavra digital. O que a maior parte das pessoas
nao sabe € qual a razdo do uso dessa palavra nem o porqué de sua escolha.

A palavra digital vem de um dos significados de digito, ou seja, uma representacao
de um nimero. Tomando o caso particular das imagens, uma imagem digital é aquela
que € representada através de nimeros, nao importando a forma com que esses nimeros
sdo representados. A foto tirada com uma camera mais antiga é uma foto analégica, isto
¢, a imagem € gravada, através de um processo fisico-quimico em um filme, a partir do
qual pode ser reproduzida, ampliada, modificada, mas, a forma final de armazenamento
€ um objeto fisico, nesse caso, o filme. J4 no caso da camera digital, sua forma final
de armazenamento € um conjunto de nimeros, de digitos. Uma das diferencgas cruciais
entre esses dois tipos de armazenamento € sua portabilidade. No caso da transmissdo ou
armazenamento de imagens digitais, devemos apenas registrar ou transmitir um conjunto
de nimeros, de forma que hoje os dispositivos portiteis de memoria possuem capacidade
de armazenar milhdes de imagens em alta resolu¢do. Muitas vezes, o armazenamento e
transmissao de imagens analdgicas é muito mais dificil.

Neste projeto, a titulo de introducdo, buscamos criar interpretagdes visuais para as
operacdes de soma, subtracdo e multiplicacdo de matrizes. Além disso, em um tépico um
pouco mais avangado, serd ilustrado como o processo de compactacdo de imagens pode
ser realizado, através da apresentagao de um método simplificado de processamento, com
objetivo didatico.

Efeitos visuais simples, como clareamento, escurecimento ou certas reflexdes e rota-
coes de uma imagem, podem ser realizados através das operacdes de soma, subtracdo e
multiplicacdo de matrizes, fazendo com que o aluno visualize a Algebra de Matrizes, por
meio de imagens. Os tnicos requisitos para utilizacdo dessa aplicagdo sdo os conceitos
de Algebra do Ensino Médio, e a interpretacdo onde cada matriz pode ser considerada
uma imagem bidimensional. Buscando uma significacdo maior para o aluno, a aplicacio
pode ser estendida para uma exploragdo de conceitos de Algebra Linear em que contetidos
mais abstratos podem ser interpretados através do processo de compactagao de imagens.
Para um melhor aproveitamento e exposicao dessas aplicacdes € recomenddvel a utilizacao
de um software matematico de apoio, como por exemplo, o MATLAB ou o Scilab, que
consideramos os mais indicados para tais fins.

Justificativa do projeto

O projeto oferece uma excelente possibilidade para trabalhar com pelo menos trés aspectos
do processo de ensino-aprendizagem em Matemaética.

Em primeiro lugar, temos a significagio do contetdo abstrato de Algebra Linear e
matrizes em relacdo a uma aplicacdo real, isto €, a representacao e manipulacdo de dados
que representam imagens bidimensionais. Tal relacdo fornece uma ideia de uma vasta area
de pesquisa relacionada com o processamento de imagens (GONZALEZ; WOODS, 2009),
ilustrando a importancia da Matemdtica em dreas de pesquisa fortemente relacionadas com
o desenvolvimento de tecnologia.

Em segundo lugar, apresenta-se a oportunidade de trabalhar com ferramentas compu-
tacionais, através do uso de softwares especializados como o MATLAB ou o Siclab. O
uso de algoritmos e processamento por computadores é absolutamente indispensavel na
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cria¢do da tecnologia que fundamenta o mundo da economia atual. Através desta aplicagao,
ao alunos podem ter um contato direto com a criacao de algoritmos de processamento de
imagens.

Finalmente, abre-se a possibilidade de aprofundamento tedrico tanto no aspecto do
tratamento computacional (como o estudo da Transformada Répida de Fourier) (WALKER,
1996) como no aspecto matematico, no tratamento de conjuntos de matrizes como um
Espaco de Hilbert (KREYSZIG, 1978; HOFFMAN; KUNZE, 1979).

Fundamentacdo tedrica
Parte 1: Conversdo de Imagens em Matrizes
Uma das formas de se representar digitalmente uma imagem € através do uso de matrizes.
Ilustraremos o conceito através de um exemplo: a imagem da Figura 6.1 representa a letra
“L”. A pergunta natural entdo, a ser colocada é: como representar essa imagem como uma
matriz? Ou ainda, que matriz poderia representar essa imagem?

A seguir, apresentamos um “método” que poderia ser utilizado para atingir tal fim.

a) Primeiramente, podemos “quadricular” essa imagem, como na Figura 6.1.

T S
1
1
1
1
|

3

a)

Figura 6.1: a) A imagem da letra L. Como representar essa imagem através de uma matriz? b) Quadriculando
a imagem através de dois eixos, podemos atribuir um valor numérico para a cor de cada ponto (ou pixel),
nesse caso, 0 para o preto e 1 para o branco.

b) b) Dessa forma, se observarmos que a imagem L possui apenas duas cores, preto e
branco, podemos definir que o nimero 1 representard o branco e O representard o
preto, de maneira que a imagem se tornard uma matriz, como na Figura 6.2.

0 1 1
L=[0 1 1
00 1

Figura 6.2: A matriz L representa a imagem. Os elementos marcados com 0 sdo pretos e os elementos
marcados com 1 sdo brancos.
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Analogamente, poderiamos repetir esse processo para qualquer outras imagens em
preto e branco. Por exemplo, a letra “T” poderia ser associada a matriz:

0
T=|1
1

o O O

0
1
1

Seguindo o mesmo raciocinio, poderiamos associar uma matriz a letra “U” (note, entretanto,
que o nivel de resolucdo seria insuficiente para representar a letra “E”, por exemplo). Enfim,
para essas imagens simples, a representacao matricial € fcil de ser feita. Mas, se tomarmos
uma imagem mais complexa, como a da Figura 6.3, de que maneira se daria o processo de
digitalizacdo nesse caso?

Da mesma forma como quadriculamos a imagem da letra “L”, repetimos esse processo,
observando que, dada a complexidade da imagem, quadriculd-la com apenas 3 linhas e
trés colunas ndo seria suficiente para obter uma boa representacdo. Esse processo esté
intimamente relacionado com a “resolu¢do” da imagem. Por exemplo, quando lemos que
um monitor tem resolucao de 1024 x 840, isso significa que ele é “quadriculado” em 1024
linhas e 840 colunas. Quanto maior o nimero de linhas e colunas, maior a resolucio da
imagem e maior serd a matriz necessdria para representar a imagem.Neste caso, temos que
ter pelo menos uma matriz A de ordem 1024 x 840.

50
100
150
200
250

300

350

100 200 300 400 500

Figura 6.3: No caso de uma imagem complexa com vdrias cores, a matriz que a representa deve ter uma
ordem grande (a dessa imagem € de 350 x 500). Além disso, seus elementos sdo uma combinag¢@o das cores
verde, vermelho e azul.

Depois de quadricular a imagem, devemos ter uma forma de representar a cor que
estd contida no quadrado da linha 7, coluna j, como na Figura 6.3. Na imagem da Figura
6.1, que continha apenas duas cores, bastava associar dois digitos, o “1” e 0 “0”. No caso
de uma imagem colorida, temos que utilizar trés nimeros para representar uma cor: um
para a intensidade de azul, um para a intensidade de verde e uma para a intensidade de
vermelho. Combinando diferentes intensidades dessas cores, podemos construir todas as
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outras cores. Dessa forma, além de ter que descrever trés cores, devemos também fornecer
a intensidade de cada uma, o que nos possibilita descrever uma grande variedade de tons
e combinagdes. O valor mdximo e minimo de intensidade pode variar de acordo com a
forma de armazenamento, mas € comum que varie de 0 a 64, o numero 0O significando a
auséncia absoluta da cor e o nimero 64 sua intensidade maxima. Assim, por exemplo, o
amarelo € obtido através de uma combinagdo de 0 de intensidade de vermelho, 64 de azul
e 64 de verde, e variacdes de tom sdo obtidos utilizando-se valores proximos a esses.

Dessa forma, associando trés nimeros a cada ponto da imagem, o que nés obtemos,
na verdade, sdo trés matrizes, V,, (intensidade de vermelho), V; (intensidade de verde),
A (intensidade de azul), uma para intensidade de cada cor em cada ponto da malha. O
elemento Vj(i, j), por exemplo, fornece a intensidade de verde no ponto i, j da imagem.

Portanto, fica estabelecida uma relacio entre o “espaco” das imagens e o das matrizes:
a cada imagem associamos trés matrizes. Entretanto, de maneira a simplificar o tratamento
nesse texto, utilizaremos apenas imagens em escala de cinza, o que significa que a imagem
serd representada por apenas uma matriz A, cujo elemento a;; nos fornece a intensidade do
cinza no ponto (i, j) da malha.

No software MATLAB, o preto € representado pelo valor 0 e o branco pelo valor 64,
sendo os valores intermedidrios relativos as diferentes intensidades de cinza (63 — quase
branco, 1 — quase preto, 32 — cinza intermediério, por exemplo). Lembramos apenas que
toda a teoria aqui desenvolvida, bem como o tratamento dado as imagens em escala de
cinza pode ser repetido para imagens coloridas. Finalmente, antes de introduzirmos a
algebra de matrizes, ilustramos a representacdo em escala de cinza na Figura 6.4.

0 15 30 45 64

Figura 6.4: Representacio da escala de cinza no software MATLAB. As entradas das matrizes variam entre
0 e 64, variando desde o preto (zero) a branco (64).

Operagcées com matrizes

Observamos que, na escala de cinza, foi definido o O como representante do preto e 64 do
branco e, em vadrias operacdes entre de matrizes, suas entradas podem assumir qualquer
valor real. Dessa forma definimos que qualquer valor negativo seréd associado ao preto e
qualquer valor maior que 64 serd associado ao branco. Assim, € possivel trabalhar com
matrizes com elementos reais sem que tenhamos que nos preocupar com a limita¢ao do
intervalo [0,64] para seus elementos. Portanto, nas defini¢des a seguir, consideraremos
matrizes de ndmeros reais, o que € perfeitamente adequado ao fim deste texto.

Soma e subtracdo: Uma das opera¢des que podemos realizar com matrizes € a soma.
Na verdade, ela € feita da maneira mais simples e intuitiva: Dadas duas matrizes A e B
de mesma ordem, definimos C = A + B, onde ¢;; = a;; + b;;. Dessa defini¢@o segue, das
propriedades de nimeros reais, que a soma de matrizes é comutativa e associativa, bem
como existe um elemento oposto para toda matriz (simplesmente a matriz criada a partir
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dos mesmos elementos mas com os sinais trocados). A subtracio € definida como a soma
com elemento oposto (A —B =A+ (—B)).

Assim, ja que existe uma interpretacdo de matrizes em termos de imagens, serd que

podemos interpretar essas operacdes em termos de operacdes com imagens? A resposta é
afirmativa, e ilustraremos a partir de exemplos.
Exemplo: (Soma de uma matriz constante) Dada uma matriz A, que representa uma
imagem. Vamos supor que temos uma matriz B que possui todos os seus termos iguais a b
e 0 < b < 64. Se definirmos C = A + B, como podemos interpretar a matriz C? Em termos
das imagens, qual a interpretacdo dessa soma?

Para entender o significado de C = A + B, basta observar que os elementos de C, sdo
na forma c¢;; = a;; + b, ou seja, sdo os elementos de A somados a uma constante. Dessa
forma, como b > 0, teremos que os elementos de C estdo mais proximos do branco quando
comparados com os correspondentes elementos da matriz A, ou seja, a imagem de C €, na
verdade, um clareamento da imagem de A.

E a subtragdo C = A — B? Ora, observando a beleza das simetrias matematicas, assim
como a subtracdo € a operacdo inversa da soma, ela terd o efeito contrdrio da soma, ou seja,
ao invés de ocorrer um clareamento, a imagem serd escurecida. Na Figura 6.5, mostramos
um exemplo de soma e subtracio de matrizes.

Figura 6.5: Efeitos de soma e subtrag¢do no caso em que B tem todos seus elementos iguais a uma constante
0<b< o4

Além se servir para escurecer ou clarear uma imagem, a soma e subtracdo de matrizes
também pode ser utilizada para suprimirmos um pedaco de uma imagem. Por exemplo,
para nao realizar propagandas gratuitas, muitas emissoras censuram a marca dos produtos
que aparecem em reportagens de noticidrios. Supondo que queremos suprimir um pedago
de uma imagem de matriz A, para realizar essa censura, basta construir uma matriz B que
possua todos os elementos nulos, exceto na regido de A que queremos censurar, onde os
elementos assumem o valor de 64. Realizando, entdo, A + B (censura com branco) ou
A — B (censura com preto) temos o efeito desejado. A Figura 6.6 mostra um exemplo de
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censura através de soma de matrizes. Note que este efeito é decorrente de do procedimento
que adotamos ao tratar qualquer ndmero inferior a zero como preto e superior a 64 como
branco.

Seréd que o leitor poderia formular um outro efeito de censura? Como poderia ser
implementado um efeito, muito utilizado pelas emissoras de TV, que reduz a resolugdo de
certa drea da imagem, fazendo com que ela ndo seja nitida?

Figura 6.6: Exemplo de censura através de soma de matrizes. A + B realiza censura através do branco, A — B
censura através do preto.

Multiplicacao por niimero real: Além das operagdes de soma e subtragdo, podemos
multiplicar uma matriz por um numero. Com essa operacao, criamos, a partir de uma
matriz A, outras matrizes, como 24, A/2, —3A /4, de uma maneira geral, B = xA. No caso
de nossa matriz representar uma imagem em escala de cinza (com elementos entre 0 e 64),
temos que se x < 0, entdo todos os termos de B serdo ndo positivos, pois b;j = x-a;; < 0.
Dessa forma, B se tornard uma imagem totalmente preta, apagando todo o conteudo de A
(lembramos que elementos menores ou iguais a zero representam o preto).

Se x > 0, entao podemos separar a multiplicac@o e outros dois casos (o casox =1, a
transformacdo € a identidade, que mantém a imagem inalterada):
x < 1: Nesse caso, a matriz B = x-A serd uma versao mais escura da imagem A, pois A terd
todos seus elementos reduzidos de um certo percentual, (por exemplo, se x = 0.8, entdo
haverd uma reducg@o de 20% no valor dos elementos originais). Assim, podemos controlar
a intensidade do escurecimento de acordo com o valor de x, quanto mais préximo de zero,
mais forte serd o efeito.
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x> 1: Como b;; = x-a;j, teremos que os elementos de B serdo todos maiores que 0s
elementos de A, de maneira que teremos um clareamento da imagem. Da mesma forma,
quanto maior for x, maior serd esse efeito, com a imagem tendendo a um plano branco
conforme x tende ao infinito.

Naturalmente, esta forma de clareamento possui varias desvantagens, uma delas € que
elementos cuja multiplicacao por x resulte maior que 64 serao levados a mesma intensidade
de cinza, o branco absoluto. Uma questao interessante que pode ser explorada junto
aos alunos € a criacdo de uma func¢do que realize o efeito de clareamento sem perder a
propriedade de ser injetora, quando consideramos a representacio da escala de cinza. Uma
solugdo simples € tomar f(x) = ()% com a € (0,1).

Multiplicacdo por matrizes: Para que possamos introduzir as interpreta¢des de multi-
plicacdes de matrizes utilizando imagens, faremos uma breve recapitulagdo de algumas
defini¢cdes e propriedades importantes.

Dadas duas matrizes A de ordem m X n e B de ordem s X k, sé podemos realizar a
multiplicacdo C = AB se s = n. Além disso, a matriz C resultante serd de ordem n x k, na
qual o elemento geral é dado pela férmula:

n
cij =Y aiby; (6.1)
k=1

A origem da defini¢ao da Equacgdo 6.1 pode ser compreendida investigando a relacao
das matrizes com os sistemas lineares, de maneira que a matriz dos coeficientes, quando
multiplicada pela matriz das incégnitas produz exatamente a reconstru¢do das equacoes
do sistema em cada coordenada. As propriedades de multiplicacdes de matrizes sdo bem
conhecidas e demonstradas em varios livros-textos (BOLDRINI, 1986; KOLMAN, 2006;
HOFFMAN; KUNZE, 1979). Entretanto, introduziremos um exemplo claro através de
matrizes de imagens no qual podemos ilustrar a propriedade de nao-comutatividade do
produto de matrizes.

Em primeiro lugar, observamos que, se temos duas matrizes de imagens, A(m x n) e
B(s x k), o produto C = AB em geral, ndo terd sentido algum em termos de imagens, isto &,
a imagem representada por C ndo terd nenhuma conexao com o conteudo das imagens A e
B. Isso ocorre, em primeiro lugar, porque nem todas as imagens podem ser multiplicadas
entre si (lembrando, temos que ter s = k na ordem das matrizes) e, além disso, se ambas
matrizes possuem valores entre 0 e 64, € muito provavel que o produto c;; exceda o valor
de 64, de maneira a tornar a imagem totalmente branca.

Para ilustrar essa auséncia de sentido na multiplicagdo de duas matrizes de imagens,
fazemos, a seguir, a multiplicac@o da letra “L” pela letra “T” (substituindo o 1 pelo 64,
uma vez que ja estamos pensando em uma escala de cinza):

0 64 64 0 0 0 8192 0 8192
C=LT=|0 64 64|-(64 0 64| = |8192 0 8192 (6.2)
0 0 o4 64 0 64 4096 0 4096

Observando o produto LT, vemos que ndo hd uma ligacio clara entre as imagens de “L”,
“T” e aimagem gerada pelo produto, além de observar que muitos elementos resultaram
valores elevados, ilustrando a caracteristica do produto se aproximar do branco. Todas
essas propriedades acentuam-se ainda mais quando tomamos imagens mais complexas,
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com matrizes de ordem maior.

Assim, ndo procuraremos aplicagdes no produto entre matrizes de imagens, sendo que
utilizaremos uma matriz de imagem, realizando o produto dela por uma outra matriz, que
chamaremos matriz operadora. Essa matriz operadora terd a propriedade de realizar algum
efeito significativo sobre a imagem da matriz A, sem descaracteriza-la totalmente, como
por exemplo, uma reflexao.

Dessa forma, definimos a seguinte matriz operadora:

0 01
R=101 0 (6.3)
1 00
e realizamos os produtos Ly = RL e T} = RT:
0 0 64 64 0 64
Li=RL=10 64 64 Ti=RT =164 0 64 (6.4)
0 64 64 0O 0 O

Analisando o resultado dos produtos das matrizes de imagens L e T pela matriz
operadora R, vemos que o efeito realizado por essa matriz foi uma reflexdo em torno do um
eixo x (horizontal), localizado no meio das imagens. Dessa maneira, criamos um sentido
para a multiplicagdo de matrizes em termos de imagens, onde uma multiplicacdo pode ser
interpretada como um efeito de reflexdo. Além disso, vamos realizar agora, a multiplicacdo
a direita por R, isto é, Ly = LR:

64 64 0
L= |64 64 0 (6.5)
64 0 O

Nitidamente, percebemos o propriedade ndo-comutativa das matrizes, LR # RL. Po-
demos notar também que o efeito da matriz operadora continua sendo uma reflexdo da
imagem, s6 que desta vez é uma reflexdo em torno de um eixo y (vertical), que atravessa o
centro da imagem.

Para aplicar esses efeitos de reflexdo a imagens mais complexas, basta construir
matrizes de reflexdo R cuja dimensdao seja compativel com a matriz da imagem que
desejamos refletir. Por exemplo, se temos uma imagem cuja matriz A € de ordem 480 x
640 e queremos realizar uma reflexdao em torno do eixo x, teremos que realizar uma
multiplicacdo a esquerda. Portanto, temos que construir uma matriz R de dimensdes
(480 x 480), de maneira que a multiplicacdo seja factivel e, além disso, o resultado tenha
as mesmas dimensdes da matriz original. A Unica diferenca dessa matriz para a matriz
da Equacdo 6.3, serd a ordem, que, ao invés de ser 3 x 3 serd 480 x 480. Na Figura 6.7
mostramos uma reflexdo utilizando o produto de matrizes.
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0

50

100

150

200

1] 50 100 150 200

A (225 x 178) R (225 x 225)

Ar=RA (225 x 178)

Figura 6.7: Exemplo de uma reflexdo feita através da multiplicacdo de matrizes. A matriz A é de ordem
225 x 178 e a matriz R € ordem 225 x 225.

Efeitos de Zoom e Conlraste

Zoom: Um outro efeito que € comum encontrarmos nos softwares que trabalham com
imagens € o efeito de zoom (ampliagdo). Com a interpretacdo de imagens como sendo
matrizes, fica facil entender como esse efeito pode ser obtido. Se tomarmos, por exemplo,
a imagem da Figura 6.8 e quisermos ampliar apenas o presente que aparece na imagem,
basta criarmos uma nova imagem, composta apenas da submatriz que contém o presente.
Graficamente, basta escolher os indices entre 110 e 170 para as linhas e 60 e 120 para as
colunas. Na Figura 6.8 vemos a imagem apenas da submatriz. Dessa forma, podemos criar
novamente uma submatriz para ampliar ainda mais a imagem, por exemplo, escolhendo
apenas os indices que contém o lago.

50
100
150
200

50 100 150

A(1-225,1-178) A(110-170,60-120)

Figura 6.8: Para criar um efeito de zoom, basta utilizar uma submatriz com os elementos que queremos
destacar na imagem. Nesse caso, a submatriz foi criada utilizando-se os elementos das linhas 110 até 170 e
das colunas 60 até 120 da matriz original.
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Contraste: Um outro efeito desejavel em alguns casos (para tornar uma imagem mais
nitida, por exemplo) € o controle do contraste. Esse exemplo de efeito € uma excelente
aplicacdo para trabalhar os conceitos de dominio e imagem de fungdes, bem como os
topicos de gréificos e suas interpretacoes.

Vamos imaginar que temos uma matriz A que representa uma imagem, e desejamos
aumentar o contraste dessa imagem. Os elementos a;; estdo distribuidos entre os valores 0
e 64 na escala de cinza. Para que exista um aumento do contraste, uma das opgdes que
temos € que 0s pontos escuros se tornem ainda mais escuros e os pontos mais claros ainda
mais claros, pois, dessa maneira, teremos um aumento na diferenca entre dois pontos.

Por exemplo, se dois elementos vizinhos possuem valores de 28 e 34, respectivamente,
ambos préximos ao cinza intermedidrio, cujo valor € 32, exatamente entre o preto (0) e o
branco (64). Se quisermos aumentar a diferenca entre eles, podemos diminuir o valor do
primeiro, de 24 para 20, por exemplo e aumentar o valor do segundo para 40, por exemplo.
Dessa maneira, a diferenca de cor entre os elementos se tornaria mais nitida.

Tomando entdo a idéia de que devemos escurecer ainda mais os elementos “escuros” e
clarear os mais ‘“claros”, fica evidente que devemos classificar, em primeiro lugar, quem
sdo os elementos “escuros” e “claros”. Para tanto, basta tomarmos o valor de 32 (cinza
intermediario) como referéncia, se x < 32, entdo escurecemos x, se x > 32, clareamos.

Dessa forma, temos uma variedade infinita de fun¢des que podem desempenhar esse
papel de aumento de contraste, basta, para tanto, que o grifico de f: [0,64] — [0,64] esteja
abaixo da bissetriz y = x para x < 32 e acima de y = x quando x > 32, como na Figura 6.9.

)
70 : :

Figura 6.9: Para criar um efeito de zoom, basta utilizar uma submatriz com os elementos que queremos
destacar na imagem. Nesse caso, a submatriz foi criada utilizando-se os elementos das linhas 110 até 170 e
das colunas 60 até 120 da matriz original.

Determinar fun¢des com esse tipo de comportamento € uma atividade interessante a ser
realizada pelos alunos, que tém a oportunidade de colocar em prética alguns conhecimentos
elementares de Geometria Analitica, Fundamentos da Matematica ou mesmo Calculo
Numérico.
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Parte 2: Compactacdo de Imagens

Nesta se¢c@o nao entraremos em muitos detalhes, uma vez que a exposicdo detalhada destes
conteudos levariam a um trabalho extenso demais para os propdsitos deste texto. Buscamos,
contudo, expor os elementos fundamentais para que possa implementar com 0 minimo
de realismo um processo de compactagdo. A aplicagdo deve ser vista como uma possivel
fonte para um projeto de aprofundamento ou mesmo uma sugestao para investigacao em
trabalhos de conclusao de curso ou iniciagdes cientiticas.

O espaco das matrizes: O espaco vetorial a ser considerado € o espaco das matrizes reais
m por n, entretanto, por uma questao de facilidade de notacdo e simplificacao de calculos,
estenderemos esse espago vetorial para o espago das matrizes complexas de ordem m X n,
que denotaremos pela letra M. Assim, uma imagem serd um elemento de M, ou seja, uma
matriz A de ordem m x n com elementos complexos. Uma vez que o conjunto dos reais
estd contido nos complexos, o espaco utilizado contém todos os casos de imagens definidas
previamente. O uso de nimeros complexos deve-se, em parte, a facilidade com que as
transformadas de Fourier sao representadas e calculadas quanto estendemos o conjunto
numeérico de representacido de imagens.

Produto interno: Dadas duas matrizes A, B, € M. Definimos o produto interno de A por
B como:

(A,B) = tr(AB") :f (6.6)

H M=

denota a transposta conjugada de B e b; ; € o complexo conjugado de b;;.
Base de Fourier: Para realizar o processo de compacta¢do de uma imagem, utilizaremos
a base de Fourier, dada por

k sl
Ey(r,s) =exp [Zm (r > )} (6.7)
m n
comrk=1,....mes,[=1,...,n. Para observar que, de fato, as matrizes E}; formam

uma base para M basta notar que
<EklaESt>:Oa v(kvl)%(&t)

de modo que temos um niimero total de m - n matrizes linearmente independentes, formando
uma base ortogonal para M.

Transformada de Fourier Discreta: Como a base de Fourier € ortogonal, temos que cada
imagem A € M, pode ser escrita como a soma das proje¢des ortogonais nos elementos das

bases, ou seja:
1 . (A, E,-j)
:E a,'j— (E E > (6.8)

ijs

||
||M§

a;j sao denominados coeficientes de Fourier.

Dessa maneira, a cada matriz A € M, podemos associd-la a sua matriz de coordenadas
na base de Fourier, que denotaremos porA = F(A), também denominada Transformada de
Fourier Discreta de A.

Processo de compactaciao de imagens: Para entender o processo de compactacio, vamos
separd-lo em quatro etapas, a dizer:
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i) representacdo da imagem por uma matriz A.
ii) mudanca de base para obtencdo da transformada A.
iii) filtragem dos coeficientes.
iv) transformada inversa para reconstrucao da imagem.
i) A imagem original € representada por uma matriz A, cujos elementos a;; identificam a
tonalidade do cinza no ponto (i, j). Essa matriz pode ser vista como a representagio da
imagem na base canonica de M, dada por:

[ 0 se () # (k1)
5k1(r,s) = { 1 (7‘ ) o l (69)
dessa forma, A € escrita como:

i=1

A= i ila,-j&-j (610)
j=

na representacgio dessa base, observamos que qualquer coeficiente a;; que seja deixado de
lado na representagdo de A deixard “um buraco” na imagem. Por exemplo, se anularmos o
valor de ayp, entdo o ponto (2,2) da imagem A serd representado por um zero, marcando
um ponto preto na imagem. Isso quer dizer que a cada coeficiente g;; que eliminamos na
representacdo de A pela base candnica teremos um perda total de informagdo no ponto
(i,.J).
ii) para obter a transformada de Fourier discreta de A, A=F (A), utilizamos a transfor-
mada rapida de Fourier (FFT) (BIGGS; HENSON, 1995; WALKER, 1996) (que esta
implementada no Scilab através do comando “f ft” - ver a Secao 6.2).
iii) para filtrar os coeficientes, observamos que, diferentemente da base canonica, a perda
de um coeficiente da base de Fourier ndo implica na perda total de informacdo em um
ponto da imagem. Como os elementos Ey; da base de Fourier sdo nao nulos em varios
pontos da malha da imagem, a perda de um coeficiente implica na perda de uma frequéncia,
e ndo de toda a informagdo contida em um ponto, como no caso da base canonica. Dessa
forma, € possivel descartar alguns coeficientes ;; cujo médulo seja pequeno (significando
que a contribui¢do da frequéncia (i, j) é pequena para a formagdo da imagem).

Para filtrar os coeficientes 4; j, definimos como M o valor maximo dos médulos de 4;;,
e determinamos um valor 0 < ¢ < 1, a partir do qual os coeficientes sdo eliminados, assim,
definindo b;; como os novos coeficientes, fazemos:

o 0 se |ﬁij|/M<C
b”_{ aij se | aij| /M= c (1D

a constante ¢ define o nivel de compactacdo da imagem. Quanto mais proximo de 1 for
valor de ¢, maior serd a compactacao mas também maior serd a perda de informacao da
imagem.

iv) para reconstruir a imagem A utilizamos a matriz B composta pelos coeficientes b;;,
tomando sua transformada rapida inversa, Ap = F~!(B) (que estd implementada pelo
comando “if ft”’ no Scilab). Observamos que a imagem obtida através da transformada
inversa é, em geral, diferente da imagem original A. Entretanto, a aproximagao pode ser
muito boa, conforme veremos em exemplos a seguir.

Exemplo de compactaciao: Nesta secdo apresentamos um exemplo de compactacao de



6.2

6.2.1

128 Capitulo 6. Matrizes e Imagens

imagem para diferentes valores de ¢, que representam diferentes niveis de compactagao.

Na Figura 6.10 apresentamos um exemplo de compactacdo com diferentes valores de c,
em que p representa a porcentagem dos coeficientes retidos. Um valor de p de 6% significa
que a imagem foi reconstruida apenas a partir de 6% dos coeficientes originais. Isso é
uma grande vantagem, pois, dessa forma, podemos guardar apenas 6% dos coeficientes e
reconstruir a imagem a partir deles, evidenciando uma vantagem no caso de armazenamento
e envio de informacdes. E claro, no caso de envio de informacdes, isso requer que o
receptor também tenha acesso aos métodos utilizados na reconstru¢ao da imagem (por isso
os pacotes de imagem e video tem que ser atualizados constantemente, para “saber” como
decodificar cada tipo de compactagdo diferente).

Original

p=4.7653533% p=1.6681465 %
------- B AR e

I

Figura 6.10: Exemplos de compactacio de imagens para diferentes valores de c.

A compactag@o JPEG utiliza um método similar a esse, combinando-o com reparti¢des
da imagem em blocos menores e outras técnicas de compactagcdo de dados em computacio
(BIGGS; HENSON, 1995; NELSON; GAILLY, 1995).

Metodologia

Nesta secdo discutimos dois aspectos da metodologia: o didatico e o de implementagdo
computacional. Do ponto de vista do ensino, discutimos brevemente algumas formas de
como esse material poderia ser utilizado, sugerindo algumas abordagens que variam no
aspecto de intensidade da atividade dos alunos no processo. Do ponto de vista compu-
tacional, indicamos formas com que podemos implementar facilmente as operagdes e
procedimentos com matrizes discutidos na fundamentacao tedrica.

Possibilidades de uso do projeto

A metodologia diddtica e a forma de uso deste projeto podem variar, de acordo com o foco,
a necessidade e a disponibilidade de tempo do professor e alunos. A seguir, sugerimos
alguns formatos:
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a) Exposigdo teorica seguida de aplicacdo dos conceitos em laboratorio - neste formato
o professor inicia o projeto utilizando uma forma tradicional de aula expositiva,
introduzindo os conceitos tedricos fundamentais para a realizacdo de atividades
préticas com processamento € manipula¢do de imagens. Em seguida, reserva-se um
tempo para as atividades de laboratério, com a aplicagdo dos conceitos apresentados
na parte tedrica. A transposicdo da teoria para a pratica poderia ser considerada
como a parte ativa da metodologia. Neste caso, trataria-se de uma reproducao mais
ou menos direta de conceitos introduzidos pelo professor.

b) Trabalho em conjunto no laboratorio seguido de atividades de aprofundamento -
neste formato as aulas iniciariam ja no ambiente de laboratério, e o ponto de partida
seriam questdes relacionadas com o tépico. Por exemplo: “Como representar mate-
maticamente imagens?”’, “Como criar um efeito de escurecimento?”, “E possivel
compactar imagens?”, “Podemos propor fung¢des para o efeito de contraste?”. Neste
caso, as respostas tedricas e suas implementacdes computacionais ocorreriam de
forma mais ou menos simultanea no ambiente de laboratério de informadtica. Final-
mente, para a parte mais ativa nessa abordagem sugerimos o aprofundamento em
questdes levantadas na parte de fundamentacgdo tedrica. Como exemplo, podemos
citar a criacdo de diferentes processos de aumento de contraste, o uso da trans-
formada de cossenos (utilizada na compactac¢ao JPEG), o aprofundamento tedrico
das transformadas, a criacdo de um procedimento de rotagdo de imagens por um
angulo 6 definido pelo usério, filtros de frequéncias, entre outras inimeras questdes
associadas ao processamento e andlise de imagens.

c) Projetos independentes - neste ultimo formato, o professor seguiria fielmente a
metodologia orientada a projetos, isto €, no inicio do curso seriam definidos projetos
junto aos alunos (individuais ou em grupo, normalmente em grupo € mais vidvel,
dada a limitacdo do tempo). Estes projetos teriam como ponto de partida perguntas
relacionadas ao processamento de imagens. Neste caso, o professor trabalharia com
atendimento aos alunos, ajudando na assimilacdo do conhecimento tedrico e de
implementag¢ao computacional conforme os projetos se desenvolvem ao longo do
curso. As perguntas direcionadoras podem ser semelhantes aquelas propostas no
formato b), acima.

6.2.2 Ferramentas computacionais

Nesta secdo revisamos as ferramentas computacionais para a execucao do projeto, em
nosso caso, utilizamos o sistema operacional Windows 8 e o software livre Scilab.

Carregando o Scilab e a toolbox de imagens

Sendo um software livre, o Scilab pode ser carrregado e instalado gratuitamente no
site: https://www.scilab.org/, e na se¢do de downloads pode ser obtida a versdo para
Windows e outros sistemas operacionais, como na Figura 6.11. A versao utilizada para o
desenvolvimento deste projeto foi a versdo 6.02 para Windows 8.
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Figura 6.11: Secdo de download do projeto Scilab, onde podem ser obtidos os instaladores para diferentes
sistemas operacionais.

Ap6s a instalacdo do Scilab é necesdrio também instalar uma foolbox (caixa de fer-
ramentas) complementar que auxilia no tratamento de imagens. Para tanto, € necessario
que o computador esteja conectado a internet. Iniciando o programa, temos a tela do
console, onde podemos digitar comandos que realizam as operacdes do programa. Para
instalar a foolbox necessario, basta utilizar a sequéncia de comandos: atomslInstall(‘IPCV’)
e atomsLoad(‘IPCV’). O atoms trata-se de um projeto onde os usudrios do Scilab podem
adicionar suas contribui¢des a uma “biblioteca” publica de funcdes e ferramentas auxiliares
para o Scilab. Na Figura 6.12 ilustramos o processo de carregamento e ativacdo da foolbox
IPCV (Image Processing and Computer Vision).

Arquive Editar Controle Aplicativos 7

ZE a0 v ER S X &0

Mavegador de arguivos T AX
C:\UsersiLudana\Documents| W 5
=
Nome Execucgdo de iniciagdo:
E_l'?;fl-""“?“ts carregando o ambiente inicial

ﬁ Complex System

—-> atomsInstall ("IPCV')

ans =
Wondershare

1l piccolo principe {Osborne, 2016).mp4
MAMA OM VISHNU PADAYA.docx !IPCV 4.1 wuser SCIHOME‘\atoms\x64\IPCVi4.1 I !

teste 2.wimp
“{]] ~WRD0004, tmp -—> atomsLoad ('IBCV')

Start IPCV 4.1 for Scilab 6.0
Image Processing and Computer Vision Toolbox for Scilab
2019 - Bytecode Malaysia

Load macros

Load dependencies

Load gatewayvs

Load help

Load demos

ans =

'IPCV 4.1 wuser SCIHCME\atoms\x64\IPCVi4.1 !

Figura 6.12: Operacdo de carregamento e ativagdo da toolbox IPCV, necessdria para trabalhar com imagens
no Scilab.

Importando imagens no Scilab

Ao trabalhar no Scilab, o programa escolhe um diretdrio no qual trabalhar, onde podem ser
salvas varidveis, fungdes e outros arquivos. Crie um diretdrio para poder trabalhar com as
imagens no Scilab, e use o navegador, como na Figura 6.13, para ir até o diretério onde
estdo suas figuras (nds utilizamos o formato ‘JPG’ obtendo resultados satisfatérios).
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Scilab 5.0.2 Console

projetos\Projeto_4_ Matrizes_e_Imagens\Sclabl| v 3 Execucdo de ir

>
carregando ¢
Mome g

I scia
& . —-->» atomsInst:

I sip-0.5.6 ans =

- exemplo.sce

B| Fiqura 5.jpa 'IPCV 4.1 us

B funcoes_proj_d.sce

B GR.IPG

| . teste.sce

 teste2.sce

-—-» atomsLoad

Figura 6.13: Uso do navegador do Scilab para atingir o diretério onde estdo arquivadas as imagens para
manipulac@o no projeto.

Para importar uma imagem no Silab usamos o comando A=imread(‘nome_do_arquivo’),
onde a imagem obtida serd atribuida a varidvel ‘A’ e ‘nome_de_arquivo’ é o nome do
arquivo de sua imagem, com a extensdo (‘JPEG’, ¢ PNG’, etc) incluida. Em nosso caso, o
comando fica A=imread(‘ GR.JPG’). Com isso obtemos uma representacdo na forma de
uma varidvel que armazena trés matrizes para nossa imagem, uma vez que ela é colorida.
Para visualizar a imagem basta utilizar o comando imshow(A), e o Scilab abrird uma janela
grafica para mostrar a imagem. Para tranformar a imagem para uma imagem em escala
de cinza, utilizamos o comando B=rgb2gray(A) e para visualizd-la repetimos o comando
imshow(B) (para que seja feito em outra janela, utilizamos primeiro o comando figure(2)).
Na Figura 6.14, apresentamos o resultado das imagens.

Arquive Editar Conteols Aplicatios ?

EElabidYy s = ex e

Hlewenedn e stves AN SumhEDIConsoe F A W Maegacar de varRiss -
B | mommsPromn_4 Maties e imagersiscls | [ Hlome ek Too Wishisdade:

Nore -3 exeo{!Ci\Users\lucians’Dropbox |\ UNEMIT\Grapa S3ic\Fzajetcs de Pesquissh\EROJE |

Bsﬁhh " T
-3 exest!Ci\Deecs) Lusiana) Drosbog \ UNEMAT Braps 3ic\Projetos de Peeguiza'PROJE
g B Janels grafica ndmero 1 = g
WS oo Eeramentas Ectar £ &rquiva Edrar E
:im%'kﬁ%ﬁl“f L2 [T o
I IC‘“ et grifices e 4 = || dansn crticn e 2 : o
e 3
L tex
t
1
3
[ | oiferer

Figura 6.14: Importacdo e visualizagdo de imagens no Scilab. Imagens no sistema RGB (vermelho, verde e
azul) e em escala de cinza.

Para que seja possivel realizar operagdes, como a multiplicacao por nimeros reais, é
conveniente transformar novamente a matriz de escala de cinza para uma matriz no formato
double, para tanto, utilizamos o comando C=im2double(B). As operacdes com matrizes e
escalares (soma/subtracdo, multiplicagdo e multiplicacao/divisdo por escalar) sdo feitas no
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Scilab simplesmente utilizando os simbolos convencionais “+” e “*”. Caso as dimensdes
ndo sejam compativeis, o programa apresenta uma mensagem de erro.

Criando funcdes no Scilab

Para criar fungdes no Scilab, pode-se utilizar o Scinotes, um aplicativo complementar para
escrever scripts (arquivos para executar sequéncias de comandos do Scilab) ou funcdes
(arquivos que recebem varidveis de entrada, executam certos comandos e depois retornam
varidveis de saida). Para abrir o Scinotes, basta utilizar o menu “Aplicativos”, como na
Figura 6.15.

Arquivo Editar Quntrcl
ZE A 50|%|
Navegador de arquivos
ﬁj projetos\Projeto_4_Matrizes_e_Imagens\Salab\ w

| Nome

A

Figura 6.15: Para abrir o editor de fungdes e sripts, basta utilizar o menu “Aplicativos”.

Para ilustrar, vamos apresentar um exemplo de funcao que calcula o discriminante de
uma equagio de segundo grau na forma ax? + bx + ¢ = 0, dados os coeficientes a,b e c. O
codigo vem ilustrado na Figura 6.16.

discriminante.sce |3

function [delta]=discriminante{a,b,c)
if a==0 then

Aism "0

delta=b"2-4i*a*c
endfunction

Figura 6.16: Exemplo simples de funcdo no Scilab. Criado no aplicativo Scinotes, esta fungdo calcula o
discriminante de uma fun¢@o de segundo grau, verificando se o coeficiente de segundo grau, a ¢ distinto de
Zero.

1
2
3
4 end
5
[
T

Para que a func¢do possa ser executada no Scilab € necessdrio seleciond-la no navegador
de arquivos do Scilab, utilizar o botdo direito do mouse e selecionar “Executar no Scilab”.
Uma vez feito isso, a funcdo pode ser utilizada no console de comandos simplesmente
utilizando o comando com o nome da fun¢do, como por exemplo: d=discriminante(0,1,1).
Na Figura 6.17 apresentamos o navegador de arquivos e o console de comandos com a
execucao da funcao.
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Arquive 7
e DR @
— Scilsh §0.2 Consols

m projetos\Projeto_4_Matrizes_e_Imagens\Sdiabl, w &
I - = ~~> exec ('C:\Users\Luciana\Dropbox\UNEMAT\Grupc Bio\Proje1

| Wome:
[ sciab > d=discriminance(0,1,1) %
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sip-0.5.6

- O coeficiente de segundo grau deve ser nio nulo.
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o 2‘:3‘;25}0 Abrir com Xcos -

teste.sce Carregar no Scilab

testel.sce o >
Editar com o aplicativo padrdo
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Figura 6.17: Para utilizar uma funcfo no Scilab € necessdrio antes executd-la, o que pode ser feito através
do navegador de arquivos. Uma vez executada, a funcdo pode ser utilizada no console de comandos.

Efeito de zoom e criacdo de uma matriz de reflexdo

Na secdo de fundamentacio tedrica, introduzimos um efeito de zoom e também dois efeitos
de reflexao. O efeito de zoom pode ser feito selecionando-se apenas uma submatriz da
matriz original, no Scilab isso € feito através de um comando simples, como por exemplo:
D=C(100:150,90:160). Neste caso, a matriz D é composta das linhas 100 a 150 e colunas
de 90 a 160, ou seja, d(1,1) = ¢(100,90) e d(51,71) = ¢(150,160). A visualizagio da
matriz D é feita como nos outros casos, através do comando imshow(D).

Para realizar os efeitos simples de reflexao precisamos de uma matriz similar a matriz
identidade, composta quase totalmente de zeros e apenas uma diagonal composta com
elementos iguais a 1. No caso da matriz identidade de ordem n temos que I(1,1) =1(2,2) =
... =1I(n,n) = 1, enquanto que para nossa matriz de operacdo de reflexdo R(1,n) =
R(2,n—1)=R(3,n—2)=...=R(n,1) = 1. Como tal tipo de matriz ndo existe de forma
pré-construida na Scilab, elaboramos uma funcao para criar tal tipo de matriz, como
abaixo:

function[Iv]=matriz_Id_refl (n)
Iv=zeros(n,n);
for i=1:n
Iv(i,n-i+1)=1;
end

endfunction

Desta forma, dada uma dimensao n, a fun¢do retorna uma matriz de ordem n que
realiza reflexdes, conforme exposto na secdo de fundamentagdo tedrica. Se C é uma matriz
de ordem n X n e representa uma imagem, entdo /v C é uma reflexdo em torno de um eixo
paralelo ao eixo x e que passa pelo centro da imagem, e C * Iv € uma reflexdao andlogo para
um eixo paralelo ao eixo y.

Transformadas de Fourier e filtros
Na parte relativa a compactagdo de imagens, foram utilizados os coeficientes de Fourier,
calculados através da transformada de Fourier, que nada mais s@o do que os coeficientes

relativos a uma mudanga de base para o espaco das matrizes. No Scilab isso pode ser feito
por meio da Transformada Répida de Fourier (BIGGS; HENSON, 1995; WALKER, 1996)
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que ¢ obtida através do comando At=ff#(A) (a sigla “fft” provém do inglé€s, Fast Fourier
Transform). Dada uma matriz de coeficiente, Ac, o comando utilizado para obter a sua
transformada inversa (retornando ao espaco de imagens) é Ar=ifft(Ac).

A seguir apresentamos um codigo que realiza uma forma simples de compactagao,
como descrito nos passos 1) a iv) da Se¢do 6.1.2. Os pardmetros de entrada sdo uma matriz
com uma imagem em escala de cinza ja no formato double e um valor numérico ¢ que
representa um limiar de intensidade abaixo do qual um coeficiente de Fourier € eliminado.
Por exemplo, se ¢ = 0.01, isso significa que qualquer coeficiente com médulo menor que
1% do valor do médulo do coeficiente com maior mddulo serd eliminado.

function [Ac, pl=filtro_amp (A, <)
B=fft (A); % calcula-se a matriz dos coeficientes de Fourier
amp_max=max (max (abs (B))); % calcula o maior médulo dos
coeficientes
num=0; % contador gque armazena o numero de coeficientes anulados
[m,n]=size (B); % determina-se dimensdo da matriz de coeficientes
for i=1:m
for j=1:n % lago de repeticdo que percorre a matriz dos
coeficientes
d=B(i,J); % variavel auxiliar que assume o valor do
coeficiente
if abs(d) /amp_max<c % condig¢do para anular coeficiente
B(i,3)=0; % anulam-se aqueles coeficiente com mdédulo
“pequeno”
num=num+1l; % aumenta o numero de coeficientes zerados.
end
end
end
p=num/ (n*m); % razdo do numero de coeficientes anulados pelo
numero total
Ac=ifft (B); % transformada inversa utilizando somente coeficientes
nao-nulos
figure(l); % prepara figura para ilustrar resultados
clf;
subplot (1,2,1); % divide a figura em duas e ativa a primeira parte
imshow (A); % exibe a imagem original em uma parte
title('A’); % identifica o objeto representado
subplot (1,2,2); % condigcdo para zerar coeficiente
imshow (Ac); % divide a figura em duas e ativa a segunda parte
title([string((1l-p)=*100) "%"1); % define o titulo com o grau de
compactacgao

endfunction

Nesta secdo revisamos fungdes e funcionalidades necessdrias para iniciar 0 processo
de estudo de processamento de imagens com o auxilio do software Scilab. Naturalmente, é
esperado que, no caso de aprofundamentos de estudo, novas func¢des e procedimentos sejam
requisitados, o que faz parte do processo de ensino-aprendizagem através de projetos.
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Materiais utilizados

Os materiais utilizados na producio deste material resumiram-se ao uso de computadores,
referéncias bibliogréficas e softwares matematicos, em particular o MATLAB e o Scilab.

No caso de aplicacdo do projeto em sala de aula, recomenda-se fortemente o uso
de aulas de laboratério, com os softwares necessarios (MATLAB e Scilab) instalados
nos computadores. O uso de internet como forma complementar de pesquisa também &
aconselhado.

Consideracoes finais

Neste projeto foi apresentada uma aplicacao direta de conceitos fundamentais, como
matrizes, funcdes, produto interno e espacos vetoriais. Além disso, como trata-se de uma
aplicacdo que utiliza fortemente recursos computacionais, torna-se uma oportunidade para
a aprendizagem ou aperfeicoamento de habilidades relacionadas com o uso de tecnologias
informacao e comunicacdo e tecnologias digitais (TICs e TDs).

Nas vezes em que utilizamos este projeto efetivamente em sala de aula, tivemos a
oportunidade de observar dois efeitos principais sobre os estudantes:

a) Os estudantes ficavam realmente impactados em ver os conceitos matematicos
desempenhando um papel importante em uma aplicagdo real, de forma tao direta e
ilustrativa.

b) O projeto oportunizava o desenvolvimento de habilidades relacionadas com a mani-
pulacdo de softwares e rudimentos de linguagens de programacao.

O principal obstaculo encontrado, em nossa experiéncia, foi relativo a falta de familia-
ridade com linguagens de programacao por parte dos estudantes, o que limitava um pouco
sua autonomia na criacdo de novos efeitos relacionados com a manipulagdo de imagens.
O que nos permitiu superar facilmente essa dificuldade foi o fato do projeto apresentar
dois niveis distintos de aplicag¢des, o primeiro com conceitos elementares, que podem ser
levados inclusive ao Ensino Médio. Dessa forma, mesmo aqueles com maior dificuldades
em programac¢do podiam encontrar um nimero suficiente de atividades relacionadas as
aplicacOes mais simples. Outra forma de contornar essa dificuldade, € preparar previamente
as fun¢des necessdrias para a manipulacao basica de imagens, de forma que os alunos
consigam visualizar rapidamente os resultados, envolvendo-se mais com o assunto. Apés
esse envolvimento, existem diversas questdes levantadas que podem ser discutidas mais no
nivel da Matemadtica do que da programagao.

Finalmente, observamos que o projeto sugerido € apenas um ponto de partida, exis-
tem indmeras formas de aprofundar o assunto, seja do ponto de vista tedrico como de
implementagao.
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Apresentacdo

Contendos explorados: Equacdes Diferenciais, Modelagem Matematica, Ajuste de Cur-
vas, Regressdo, Hidrodindmica, Eletronica e Programacao.

Objetivo: Desenvolver um projeto interdisciplinar que envolva os contetidos explorados
na drea de ciéncias exatas.

Piblico alvo: Alunos de graduagdo cursando disciplinas do Ensino Superior em Ciéncias
Exatas.

Tempo previsto de execucao: § horas/aula para o desenvolvimento da teoria e 6 horas/aula
para a construgdo e realizacdo do experimento.

Aplicacdo explorada

Este trabalho tem como finalidade apresentar uma proposta de ensino interdisciplinar na
area de Ciéncias Exatas, mais precisamente, pode ser visto como uma integracdo entre
Matematica, Ciéncia da Computagdo, Fisica e Engenharias. Pretendemos, através do
controle de uma vélvula de dgua, simular uma méquina de refrigerante, ou seja, para um
volume pré-determinado (copo de refrigerante), objetivamos automatizar um sistema de
modo que, ao apertar um respectivo botdo, ocorra o escoamento de uma quantidade de
liquido necessdria para encher o copo. Diferentemente de uma méaquina de refrigerante
comum, a pressao que empurra o liquido para fora da valvula serd a pressao por gravidade
e ndo teremos reposi¢do do liquido escoado, veja um esbogo do dispositivo na Figura 7.1.
Assim, ao drenar parte do volume, teremos niveis (altura do fluido no reservatério) cada
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vez menores, consequentemente, reduzindo o fluxo de saida. A fim de controlar o sistema
de modo a obter um volume de escoamento fixo, com fluxos variados, usaremos o tempo
de drenagem ¢ como varidvel dependente do nivel A.

h altura do nivel
do reservatorio

&3 ,

puR

L{ | Vilvula

Figura 7.1: Representacdo de um tanque com escoamento controlado por uma vélvula, simulando uma
madquina de refrigerante.

Para descrever o tempo de drenagem como uma fun¢do do nivel #(4), usaremos mode-
los matematicos obtidos por equagdes diferenciais, analise de regressao e interpolagdo. O
controle do tempo de escoamento serd feito por uma védlvula de dgua, conectada eletronica-
mente a um microcontrolador programavel contendo a func¢ado ¢ (dependendo do nivel &)
nas linhas de sua programacao.

As figuras ilustrativas e os graficos no planos cartesianos foram editadas pelo software
GeoGebra, enquanto que os circuitos € componentes eletronicos foram editados pelo
software Fritzing.

Justificativa do projeto

O uso de métodos interdisciplinares para a formagao de profissionais no nivel superior
estd presente nas Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) da maior parte dos cursos de
graduacdo na drea de Ciéncias Exatas, dentre eles citamos:
* Matematica - no segundo item de Competéncias e Habilidades de Competéncias e
Habilidades de Brasil (2001a);
* Quimica - na Estrutura Geral do Curso de Brasil (2001b);
* Fisica - no médulo sequencial Fisico-interdisciplinar de Brasil (2001c¢);
* Ciéncia da Computagao - no inciso segundo do pardgrafo quinto do artigo quarto de
Brasil (2016);
* Engenharias - nos pardgrafos quarto e oitavo do artigo sexto de Brasil (2019).
Assim, tendo como pressuposto que este projeto tem embasamento na interdisciplina-
ridade, a proposta aqui descrita vai ao encontro das indicagdes das DCN dos cursos de
graduacao acima citados, estendendo-se ainda a outros cursos que possuem recomendagdes
interdisciplinares e contemplem os contetidos do projeto em sua matriz curricular.
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Fundamentacdo teérica
Definicdo do problema e das varidveis de interesse

O objetivo pratico aqui descrito é simular uma méquina de refrigerante. Para isso, faremos
as seguintes consideragdes: o liquido utilizado serd 4dgua, o reservatdrio tem formato
cilindrico, a drenagem € controlada por uma vélvula ligada a um microcontrolador, a
pressdo que permite o fluxo na vélvula é determinada pela for¢ca gravitacional e ndo consi-
deramos reposicao do liquido escoado. A valvula aqui apresentada € 0 mesmo componente
encontrado na maior parte das maquinas de lavar roupas, podendo ser controlada por um
interruptor permitindo/obstruindo a passagem de corrente elétrica na védlvula. Para automa-
tizar o sistema, substituimos o interruptor por um relé conectado a um microcontrolador.

Ao ndo permitir a reposi¢ao de dgua, a medida que o liquido € escoado, o nivel do
reservatorio cai, tornando a pressdo na vdlvula ligeiramente menor. Por esta razdo, a vazao
¢ reduzida ao mesmo tempo em que o nivel do reservatdrio decresce. Assim, a altura do
nivel 4 € uma das principais varidveis de interesse no projeto. Outra varidvel relevante é o
tempo acumulado em que a vélvula permanece aberta . Como veremos adiante, s serd
nossa varidvel independente e ¢ a varidvel dependente, isto é, determinaremos t como uma
fungdo de A; ¢(h). Desse modo, para um determinado volume a ser extraido AV temos um
decréscimo Ah na altura, que por sua vez produz uma variacao de tempo Az. Esta variacdo
de tempo serd processada pelo microcontrolador, determinando a extra¢do do volume AV,
que € o volume do copo. Para determinarmos ¢t como func¢ao de 4, usaremos modelos
tedricos relacionados a hidrodinamica e modelos por interpolagdo, ambos estabelecidos
com subsidios de dados coletados experimentalmente.

Nocdes de Hidrodindmica

Hidrodinamica € um assunto vasto e complexo que estuda o movimento dos fluidos. Este
trabalho apresenta um estudo acessivel, cujo objetivo € dar suporte tedrico para a realizacio
do projeto, para mais detalhes desta teoria recomendamos Azevedo Netto (1998) e Tipler
(2000).

Segundo (TIPLER, 2000, p. 349), “[...] fluidos compreendem os liquidos e os gases.
Os liquidos escoam sob a acdo da gravidade até ocuparem as regides mais baixas possiveis
dos vasos que os contém. Os gases se expandem até ocuparem todo o volume do vaso,
qualquer que seja a forma". Como o fluido considerado neste projeto € d4gua no estado
liquido, a teoria de hidrodinamica descrita nesta secao refere-se a um fluido liquido. Por
simplificagdo do estudo, o liquido aqui abordado serd incompressivel.

Assim, considere um liquido incompressivel escoando em um tubo de area de secao
transversal A (sec@o de escoamento), veja Figura 7.2. Sejam v a velocidade do fluido e At
uma pequena variagcao do tempo de escoamento, entdo o volume escoado no intervalo de
tempo At é dado por

AV = AvAt.

Agora, considere um tubo com drea de secdo transversal de escoamento varidvel, como
€ mostrado na Figura 7.3. Sejam A e A, as dreas das secdes de escoamento na entrada
e na saida do tubo, respectivamente (para simplificar a escrita, denotaremos apenas por
secdo transversal A;, i = 1,2; quando nos referirmos a estas secdes transversais). Entdo, o
volume do liquido deslocado no intervalo de tempo A¢, entrando na se¢do A; e saindo na
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AV = AvAr

1%

Figura 7.2: Liquido incompressivel escoando com velocidade v, dentro de um tubo de secdo transversal
com drea A, em um intervalo de tempo Ar.

secdo Aj, €
AV = A1viAt = Ay At,

em que vy e v, sdo as velocidades do liquido nas secdes A1 e Ay, respectivamente. Portanto,
temos a relagdo entre as velocidades e as dreas nas respectivas se¢des de escoamento, que
¢ dada por

A1v1 :A2V2. (71)
AV
AV 2
—_—
AviAt AQVQA.Z‘

Figura 7.3: Liquido incompressivel escoando em um tubo de se¢do transversal varidvel.

E importante descrever que o produto Av € a vazio, isto €, a quantidade de volume que
atravessa a se¢do de escoamento por unidade de tempo.

Equacdo de Bernoulli

Na Equacdo 7.1 nao sao considerados diferentes valores de pressao nas secdes transversais
A1 e A;. Usando o principio da conservagdo da energia, a Equacio de Bernoulli relaciona,
ao comportamento dos fluidos, diferentes valores de pressdes nas se¢des transversais, €
também, a elevagdo é considerada. Para a dedu¢do da Equacdo de Bernoulli consideramos
algumas hipéteses, e conforme Azevedo Netto (1998), enunciamos a seguir:
(H1) o escoamento se faz sem atrito (ndo consideramos a viscosidade);
(H2) o movimento € permanente;
(H3) o escoamento se dd em dimensdes infinitesimais ao longo de um tubo de corrente;
(H4) o liquido € incompressivel.

A Figura 7.4 ilustra uma sistema hidrdulico composto de um tubo de corrente que
abrange diferentes dreas de secdes transversais, diferentes valores de pressdes nas secoes
transversais e elevacdo, condi¢des associadas a Equagdo de Bernoulli.
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21 22

Figura 7.4: Fluido escoando em um tubo de corrente considerando diferentes secdes transversais Aj e Ay,
pressdes sobre as se¢des pp € pa, € elevacdes 71 € 22.

Sejam A e A, as dreas das secoOes transversais, z| € 2o as elevacdes, v e v, as velo-
cidades dos fluxos e, p; e py as pressdes na entrada e na saida do tubo, respectivamente.
Denote por p a densidade do fluido. Assim, a massa do liquido escoado no tempo Af é
dada por

Am = pAV = pA1viAt = pArvrAt.

Dessa forma, a variacio da energia potencial no escoamento do fluido no tempo Ar é
AU = Amgz, — Amgz, (7.2)
e a variacdo da energia cinética é dada por

B Amv% Amv%
2 2

AK

(7.3)

Por outro lado, também temos que considerar o trabalho W realizado pelas forcas de
pressao nos deslocamentos v At e v,Ar. Tomando F| = p1A; e F, = ppA, como sendo as
forcas que agem sobre as dreas de se¢Oes transversais A e Aj, respectivamente, segue que

Am Am
W = p1A1viAt — prAsvo At =p17 —Pz?- (7.4)

Pelo Principio da Conservacao da Energia,
W =AU + AK.

Entao, somando (7.2) com (7.3) e igualando com (7.4), temos

1 1
SPVEtpitpgal = SpV3 + patpsaa. (7.5)

Ou de modo simplificado,
1
SPVi+p+pgy=C, (7.6)

que € denominada Equacgdo de Bernoulli.
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Uma forma alternativa para a escrita da Equacdo de Bernoulli, apresentada por Azevedo

Netto (1998), é
2
v )4 ~
—+—+y=C. (7.7)
2¢ pg
Nesta equacdo cada termo representa uma forma de energia, conforme descrito no Qua-
dro 7.1.

Quadro 7.1.: Relacdo entre a expressdo matematica dos termos da Equacédo 7.7 e a correspondente forma de
energia representada.

Expressao matematica | Forma de energia representada

2

— energia cinética

28

D . ~ . o
— energia de pressdo ou piezométrica
P8

y energia de potencial

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Azevedo Netto (1998).

Segundo Azevedo Netto (1998), embora cada um dos termos represente uma forma
de energia, eles ndo estdo expressos em Joule, mas sim em metros, constituindo o que se
denomina carga.

Quadro 7.2.: Relagdo entre a expressdo matematica dos termos da Equacéo 7.7 e a correspondente forma de
carga representada.

Expressao matematica Forma de carga representada
v) 272
;— m // S2 = m (carga de velocidade)
g m/s
kg f/m* ]
— ————— = m (carga de pressao)
pg kgf /m?
y m (carga geométrica ou de posicao)

Fonte: Elaborado pelo autor com base em Azevedo Netto (1998).

Equacado de Torricelli

A Equacao de Torricelli € uma derivacdo da Equacao de Bernoulli, Equacdo 7.5, em que
vi =0e p; = p» = p (p = pressao atmosférica). Na Figura 7.5 temos um tanque com
vazao na parte inferior, cujas elevagdes admitidas sdo z; (superficie do liquido) e z, (altura
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do dreno). Assim, tomando vi =0, v =v e p; = p» = p na Equacgao 7.5, temos

1 2
821 = EV +822.

21 |

Figura 7.5: Escoamento de dgua por um dreno. As elevag¢des admitidas sdo: z;, que determina o nivel da
superficie do liquido; e z», que representa a altura do dreno. A velocidade da 4gua no dreno € v.

Que se reduz na Equacgao de Torricelli

V2 =2gh, (7.8)
em que h =z; — 22.

Modelos Propostos

Apresentamos trés modelos para a fungdo #(h), dois deles fundamentados em conceitos
tedricos da hidrodindmica e um terceiro modelo obtido puramente da interpolacio de dados
pelo spline cubico.

Modelo |

Baseado em um Projeto Aplicado de Stewart (2016), obtemos o primeiro modelo tedrico.
Considere o mesmo tanque da Figura 7.5 em que A € a drea da base do cilindro e R o raio
do respectivo circulo. Por simplicidade, tomamos z; = 0, ou seja, o liquido abaixo do
dreno serd desconsiderado. Seja h(¢) a fungdo que determina o nivel do tanque no instante
t. Entdo, o volume do liquido no tanque em fun¢do do tempo é dado por

V(t) = Ah(t) = TR?h(1).
Por outro lado, tomando r como o raio do dreno, v a velocidade do liquido escoado e

dh

N
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a velocidade no nivel do tanque, pela Equacdo 7.1 temos que
nszh = 7. (7.9)

Aplicando a Equacdo de Torricelli na Equacgdo 7.9, obtemos a equagdo diferencial

dh
RZE = —r?\/2gh,
ou de modo equivalente
dh_ T g (7.10)
dt ~ R? ' '
No modelo real, parte da carga é perdida por atrito, principalmente quando o fluxo

passa pela valvula. Assim, similarmente ao que foi proposto por Stewart (2016), podemos
considerar

dh

— =—kVh 7.11

- =—kVh, (7.11)
em que k é uma constante que pode ser obtida de forma experimental. Resolvendo a EDO
determinada pela Equacdo 7.11, com a condi¢@o inicial g = h(0), temos

h(t) = (W—%)Z. (7.12)

Agora, vamos descrever o tempo como uma fung¢do da altura. Entdo, considerando
t > 0, temos que a funcdo inversa da fun¢do determinada pela Equagdo 7.12 € descrita por

() = 2o Vh),

em que /g € o nivel de dgua do tanque em ¢ = 0. Este € o Modelo L.

Modelo Il

Considerando a possibilidade do atrito na valvula ser varidvel em relacdo a altura do nivel,
temos que o parametro k da Equacdo 7.11 néo serd fixo, mas sim dependera do nivel A.
Uma forma simples da relac@o funcional entre 4 e k € considerar a fungdo afim k = ah,
com h € [0,hg]. Para modelos mais precisos na drea de hidrdulica, veja Azevedo Netto
(1998). Assim, a Equacdo 7.11 pode ser reescrita da seguinte forma

ah _ —ahvh,
dt

ou equivalentemente,
dh
— =—aVvh.
dt
Resolvendo a EDO, com a condi¢@o inicial 4(0) = hp, obtemos a solugio implicita

=or+ (7.13)

2
Vho

SR
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Assumindo ¢ > 0 como a varidvel dependente na Equagdo 7.13, temos

2 (1 1
tthy=—|—=———7),
0=z (77m)
em que /g € a altura do tanque no tempo ¢ = 0. Este é o Modelo II.

Note que no Modelo I a altura & € zero quando ¢ = 2+/hg /k, enquanto no Modelo II a
altura h tende a zero quando ¢ tende para o infinito.

Modelo Il

Na construcao dos Modelos I e II, que sdo tedricos, utilizamos hipéteses e impusemos
algumas condi¢des. Considerando que estas hipéteses e condigdes ndo sdo totalmente
satisfeitas no mundo natural, a pratica pode divergir do modelo tedrico. Com a finalidade
de criar um modelo embasado somente nos dados experimentais, usamos a modelagem
por interpolacdo pelo spline cibico.

A partir de um conjunto de dados, a interpolacao pelo spline cibico € uma interpolagcao
descrita por fun¢des polinomiais cubicas definidas por partes de modo que a funcio seja
de classe C? em todos os pontos, isto é, a fungdo interpolante tem derivada de segunda
ordem continua em todos os pontos, inclusive nos nds (pontos onde as sentencas cubicas
mudam de expressdo). Por exemplo, o spline ctibico interpolante aos pontos pontos (0,0),
(1,1), (3,—1) e (4,0) é:

( x3+3x s x<1
= —oo X 5
2 2 N
X Ox
fx)=¢9 =324+ 221 se 1 <x<3;
2 2
X3 45x
— 46— — 426 se3<x< oo
\ 2 2

Na Figura 7.6, apresentamos o gréfico da fungdo f (a esquerda) e os gréficos dos
polindmios ctibicos que determinam a func@o f nos respectivos setores (a direita); note a
diferenciabilidade da funcao f, inclusive nos nés. Para mais detalhes sobre interpolacao
com spline cubico, veja Burden e Faires (2003).

Figura 7.6: Spline cibico interpolando os pontos (0,0), (1,1), (3,—1) e (4,0).
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fritzing

Figura 7.7: Representacdo do Microcontrolador Arduino Uno

Microcontrolador, Sensores e Atuadores
Microcontrolador
O microcontrolador usado neste projeto € o Arduino Uno R3, representado na Figura 7.7.
O Arduino Uno R3 e outras derivacdes da marca Arduino sao microcontroladores progra-
maveis com IDE (Integrated Development Environment') de produgio prépria, distribuida
para download na péagina https://www.arduino.cc/. De forma generalizada, representado
na Figura 7.8, este microcontrolador € composto de:

(1) Portas Digitais de entrada e saida de sinais;

(2) Microprocessador;

(3) Portas Analdgicas apenas para entrada de sinais;

(4) Portas de Alimentacdo e Aterramentos;

(5) Fonte de Alimentacao;

(6) Porta Serial para comunicagao, por exemplo, com algum computador.

eig = o ___‘ Portas Digitais
Porta Serial @—» YO, .

Portas de Alimentagdes
e Aterramentos

Figura 7.8: Representacdio dos componentes do Microcontrolador Arduino Uno.

Sensores
Sensores sdo componentes cujo objetivo € transformar algumas informagdes de um ambi-
ente em sinais analdgicos ou digitais. O tnico sensor usado neste projeto € um botdo.

Atuadores
Atuadores sao dispositivos cujo objetivo € executar uma acdo, eletromagnética ou mecanica,
de acordo com um sinal recebido. O tnico atuador deste projeto € um relé.

Integracdo entre Microcontrolador, Sensores e Atuadores
O microcontrolador é o responsavel pela integracdo entre sensores (leitura do ambiente)
e atuadores (execucdo de uma acdo). Ao conectar sensores e atuadores nas portas do

! Ambiente de Desenvolvimento Integrado, traducio do autor
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microcontrolador, veja Figura 7.10 como exemplo, é possivel processar os sinais captados
pelos sensores e, de acordo com a programagdo, o microcontrolador emite sinais para os
atuadores executarem funcdes previamente determinadas pela programacao.

Para organizar as ligacdes elétricas entre sensores, microcontrolador e atuadores,
utilizamos uma placa de ensaio, mais conhecida pelo termo em inglés protoboard, veja
Figura 7.10.

Metodologia

Considere um tanque de dgua cilindrico com um furo na parte inferior para drenagem
de 4gua, conforme apresentado na Figura 7.5. E possivel efetuar a comutagio obs-
truir/desobstruir a vazao conectando uma vélvula no dreno. O sinal para desobstruir
a vazao € emitido por um circuito elétrico (botdo - microcontrolador - relé) acionando
um botdo, veja Figura 7.9. Apds um intervalo de tempo previamente programado, o
microcontrolador emite um sinal para fechar a valvula. Assim, no periodo em que a
valvula permanece aberta existe uma descarga. O liquido escoado no periodo da descarga
corresponde ao volume do copo de refrigerante. Neste projeto o volume serd fixado em 1
litro?.

Circuito Elétrico

— e e e
Botdo Microcontrolador Relé Valvula

Figura 7.9: Representagdo de um circuito elétrico (botdo - microcontrolador - relé) conectado a uma valvula.

Montagem do circuito elétrico

A Figura 7.10 mostra as conexdes entre os componentes utilizados no circuito referente
a coleta de dados e o controle da vazdo: botdo, protoboard, Arduino, relé lampada
incandescente e valvula de dgua.

Passos para a montagem do circuito - Figura 7.10

(01) Conectar a trilha positiva da protoboard na fonte de 5 V do Arduino;
(02) Conectar a trilha negativa da protoboard no GND (ground3) do arduino;
(03) Conectar um dos terminais do botao na trilha negativa da protoboard,
(04) Conectar um dos outros terminais do botio na porta 8 do Arduino;

(05) Conectar o terminal GND do relé na trilha negativa da protoboard,

(06) Conectar o terminal VCC do relé na trilha positiva da protoboard,

(07) Conectar o terminal in do relé na porta 6 do Arduino;

Valores menores que 1 litro foram testados e obtivemos erros relativos na ordem de 10% para 1/2 litro e
17% para 1/3 litro, enquanto que no experimento de 1 litro o erro méximo obtido foi 5%.
3Terra ou aterramento, tradugdo do autor.
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(08) Conectar a fase da rede elétrica (110 V) na entrada do relé;

(09) Conectar um terminal da valvula de 4gua com a saida normalmente aberta do relé;

(10) Conectar o neutro da rede elétrica com outro terminal da valvula de dgua;

(11) Na execugdo do projeto, houve corrente indesejada “Corrente de Fuga” no Relé.
Para resolver esta questdo, inserimos uma lampada de 100 W em paralelo com a
véalvula de 4dgua.

127V |Terra fritzing

6) 676709 63 09 @) 69

Figura 7.10: Conexdes entre os componentes utilizados no circuito referente a coleta de dados e o controle da
vazdo. Protoboard; Arduino Uno (microcontrolador); relé (atuador); botdo (sensor); ldmpada incandescente;
véalvula de dgua.

7.2.2 Coleta de dados

Faremos duas sketches*, programas escritos em um IDE do Arduino. A primeira serd
usada na coletas de dados e a segunda, mais adiante, no controle da vazao.

No que tange a coleta de dados, programamos o Arduino de modo que, ao apertar um
botdo, a vélvula abre e a drenagem € permitida por vinte segundos. Repetimos e medimos
o volume a cada iteracgdo, isto é, obtemos a relagdo entre o tempo acumulado (em que a
valvula fica aberta) e o volume escoado, em intervalos de vinte segundos. Com a relagcao

\%
h=hy— ——
0 TL'RZ,

em que R € o raio do tanque, relacionamos o tempo acumulado com o nivel do reservatorio,
veja o Quadro 7.3.

Em posse dos dados, de modo andlogo ao que foi feito na Secdo 1.2.2, efetuamos o

4Programas escritos com o IDE do Arduino.
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ajuste de curvas para os modelos

Modelo I t(h) = M;

Modelo II t(h) = % (% - \/Lh_) .
0

Com o auxilio do software Maxima encontramos o spline ctbico referente a interpolacao
dos dados.

( a11h3 —l—a12h2+a13x+a14 sehel;

a21h3 + a22h2 +ax3x+ a4 se h € I;
Modelo IIT t(h) =

\ anih> + aph® + apsx+aps se h €.

Finalmente, escolhemos um dos trés modelos e inserimos na sketch referente ao
controle da vazao, finalizando o simulador da mdquina de refrigerante.

7.3 Materiais utilizados

* Microcontrolador Arduino Uno R3;

* Protoboard (placa de ensaio);

* Fios para conexdes jumpers (fios para conexdes);

* Um botdo de pressao;

e Um relé;

* Um cano de PVC com 70 mm de didmetro e 2,5 m de comprimento;
* Uma conexao hidraulica tripla de PVC com saidas de 70 mm, 70 mm e 50 mm:;
* Um cap tampao em PVC de 70 mm;

* Um redutor em PVC de 50 mm para 20 mm (3/4");

* Vilvula de 4gua com conexdo para 20 mm;

* Recipiente graduado para medi¢do volumétrica;

» Lampada incandescente com socket;

¢ Cabos elétricos;

e Computador.

/.4 Desenvolvimento do projeto

7.4.1 Programacdo da coleta de dados - Skefch 1

Considerando que é muito extensa a descri¢do de como programar no IDE do Arduino,
apresentamos aqui apenas os c6digos da Sketch 1° - Coleta de dados, veja Figura 7.11.
Note que, em grande parte das linhas, apresentamos um breve comentério explicativo. Para
mais detalhes recomendamos McRoberts (2015).

>0s nomes de algumas varigveis foram obtidos em Guimaraes (2018).
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// Sketch 1 - Coleta de Dados

int pinbotao = 8; // definindo o numero do pino do boté&o

int pinrele = 6; // definindo o nUmero do pino do relé

int estadobotao; // criando a varidvel que fard a leitura do estado do botéao
void setup() {// uma Unica leitura

//coloque seu cdédigo de configuragdo aqui. A leitura ocorre apenas uma vez

pinMode (pinbotao, INPUT_PULLUP); // definindo o pino do botdo como INPUT_PULLUP
// (entrada de sinal, "HIGH" com chave aberta e
//"LOW" com chave fechada)
pinMode (pinrele, OUTPUT) ; //definindo o pino do relé como OUTPUT
}
void loop() { // leituras ciclicas

estadobotao = digitalRead (pinbotao); //lendo o estado do pino do botéo

if (estadobotao == LOW) { // condigdo légica que faz a leitura do botédo
digitalWrite (pinrele, HIGH); // ativa 5V no pino do relé
delay (20000) ; // 10 segundos com o pino do relé em 5V
digitalWrite (pinrele, LOW); // pino do relé com 0V

}

Figura 7.11: Cédigos da Sketch 1.

Obtencédo dos dados

O nivel inicial do tanque € de 250 cm. Ao apertar o botdo, a vdlvula abre por 20 segundos e
medimos o liquido escoado neste intervalo. Sem repor o liquido, repetimos o procedimento
em 18 iteragcdes (360 segundos). Considerando o raio do tanque como sendo 3,5 cme V o
volume acumulado no tempo ¢, a equagao

Vv
h(V) =250 — ———
) n(3,5)?
converte os valores do volume acumuado para valores do nivel da 4gua. Assim, relaciona-
mos o tempo da vdlvula aberta com o nivel do tanque, conforme descrito no Quadro 7.3 do
e na Figura 7.12.

Ajuste de Modelos

Com os dados das colunas nivel e tempo do Quadro 7.3 e usando as metodologias de
regressao descritas na Se¢ao 1.2.2, podemos ajustar os Modelos I e IT com os dados obtidos.
No modelo III, spline cibico, para reduzir o nimero de parti¢cdes usaremos os dados em
intervalos de 40 segundos.

Modelo |

Usando o comando “Regressdo( <Lista de Pontos>, <Fun¢do> )” do GeoGebra, obtemos
o valor do parametro k = 0,0673. O argumento “Lista de Pontos” s@o os pares ordenados
(nivel , tempo) obtidos do Quadro 7.3 e o argumento “Fun¢do” € a equacao determinada
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Quadro 7.3.: Dados experimentais: tempo, variagdo do volume, volume acumulado e nivel.

Tempo | Variacao do volume | Volume acumulado | Nivel
(s) (ml/20s) (ml) (cm)

0,00 0,00 | 250,00
20,00 1850,00 1850,00 | 201,93
40,00 1500,00 3350,00 | 162,95
60,00 1120,00 4470,00 | 133,85
80,00 850,00 5320,00 | 111,76
100,00 590,00 5910,00 | 96,43
120,00 380,00 6290,00 | 86,56
140,00 260,00 6550,00 | 79,80
160,00 190,00 6740,00 | 74,86
180,00 160,00 6900,00 | 70,71
200,00 120,00 7020,00 | 67,59
220,00 110,00 7130,00 | 64,73
240,00 100,00 7230,00 | 62,13
260,00 80,00 7310,00 | 60,05
280,00 70,00 7380,00 | 58,23
300,00 60,00 7440,00 | 56,68
320,00 50,00 7490,00 | 55,38
340,00 50,00 7540,00 | 54,08
360,00 40,00 7580,00 | 53,04

Fonte: Dados coletados pelo autor.
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Figura 7.12: Dados experimentais: tempo em funcéo do nivel a cada 20 segundos.
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pelo Modelo 1. Portanto, apds a regressao

 2(v250—Vh)
t(h) = 06 (7.14)

O coeficiente de determinacio para este modelo é R?> = 0,7229, sendo um valor baixo
para a precisdo necessdria. Veja na Figura 7.13 o grafico da func¢do ajustada e a lista de
pontos. Porém, se limitarmos /4 entre 100 e 250 centimetros, obtemos um valor de R? mais
significativo. Efetuando a andlise de regressdo para o novo intervalo obtemos k£ = 0, 1306
e R? = 0,9775. Portanto,

() = 2(v250 — v/h) 715)
00,1306 '
]
350 |t
300
250
e 2(v/250 — V'h)
200 B 0,0673
150 =
°
100
50
h
-50 0 50 100 150 200 250
-50
-100
Figura 7.13: Dados experimentais e o gréifico da fung¢do do Modelo [; #(h) = %.

Os gréficos das fungdes dadas pelas Equagdes 7.14 e 7.15 estdo representados na Figura
7.14.

Modelo I

Efetuando a regressao para o Modelo II com os dados do Quadro 7.3 obtemos ¢ = 0,00515
e R? = 0,884. Portanto,

2 11
“th) = 5000515 (ﬁ - ﬁ) ’

O grafico do Modelo II esté representado na Figura 7.15.
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Figura 7.14: Dados experimentais e o grafico das funcdes referentes ao Modelo I; ¢(h) = Z(O.W e

2(v/250—v/h
t(h) = (0,1306 L,
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Figura 7.15: Dados experimentais e o grafico da fung@o ¢ referente ao Modelo II.
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Modelo Il

Ao considerarmos a coleta de dados a cada 20 segundos obtivemos 19 amostras, consequen-
temente 18 subintervalos para o spline cibico. Para a programac¢do no IDE do Arduino, se
considerarmos 18 intervalos, ndo teremos uma tarefa muito simples. Assim, usaremos os
dados do Quadro 7.3 para tempos espacados em 40 segundos. Interpolando pelo spline
cuibico obtemos

(1,03x10~ 143 — (1,63x10")h>4(8,48x10%)h—(1,40x10%) se 53,0<h<55,4;
—(1,44x1072)A3 4 (3,10x10°)h>—(2,28x10?)h+(5,85x10%) se 55,4 <h<58,2;
—(2,43x1072)A> 4 (4,85x10°)h*—(3,29x10%)h+(7,82x10%) se 58,2<h<62,1;
—(1,23x1072) 4 (2, 60><100)h2 (190><102)h+(4,93><103) se 62,1 <h<67,6;

t(h)=¢ (7,24x10~4)h3—(3,52x1072)n*>—(1,15x101)+(9,15x10%) se 67,6 <h<74,9;
—(2,14x1073)34(6,09x 10~ 1) h2—(5,97x10" ) h+(2,12x10%) se 74,9 <h < 86,6;
—(6,03x10~4) A3 4(2,09x10~ Y h2—(2,51x101" ) h+(1,12x10%) se 86,6 <h<112;
—(2,72x1073)A34(1,56x1072)h*—(3,51x10°)h+(3,15x10%) se 112<h < 163;

[ —(8,79x1076)A34-(6,59x1073) 1> —(2,04x10°)h-+(2,36x10%) se 163 <h<250.

Esta interpolacdo foi obtida pelo software Maxima com os comandos descritos na Figura
7.16.

load (interpol) ;
q:[[250.00,0],[162.95,401,[111.76,80],[86.56,12017,
[74.86,160]1,[67.59,200],[62.13,240]1, [58.23,280],
[55.38,320]1, [53.04,36011;

cspline(q);

Figura 7.16: Cédigos do software Maxima para a obtencdo de ¢ em funcédo de 4 por interpolagado pelo spline
cubico.

O gréfico do Modelo III esté representado na Figura 7.17. Os pontos em preto cor-
respondem aos valores experimentais usados na interpolagio e os pontos em azul sdo os
dados que nao foram usados na interpolacdo. O coeficiente de determinacdo do Modelo III
considerando os dados do Quadro 7.3 é R? = 0,99998.

Controle da vazdo - Sketfch 2

O Modelo III foi o que melhor ajustou os dados, dessa forma, ele serd usado na programagao
do controle da vazdo, Sketch 2. Os c6digos de programacao estdo descritos na Figura 7.18.

Com esta programacdo € possivel colocar em pratica o funcionamento da maquina de
refrigerante. Efetuamos a aplicabilidade do projeto com a coleta do volume e do tempo
de escoamento de seis copos, conforme descrito no Quadro 7.4. Calculamos também os
erros entre os volumes coletados e o valor desejado®. Sugerimos que o leitor efetue uma
comparacao entre os dados dos Quadros 7.3 e 7.4, que é um exemplo pratico para o estudo
de funcdo inversa. Relagdo funcional entre o volume acumulado e o tempo de escoamento.

®Em Teoria de Controle o valor desejado muitas vezes é conhecido pelo termo setpoint.
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Figura 7.17: Dados experimentais e o grafico da fung¢@o ¢ referente ao Modelo II1.

Quadro 7.4.: Dados experimentais: volume, erro absoluto, erro relativo e tempo de escoamento.

Volume | Erro absoluto | Erro relativo | Tempo de escoamento

(ml) (ml) (s)
Primeiro copo 950 50 5% 10
Segundo copo 950 50 5% 12
Terceiro copo 970 30 3% 14
Quarto copo 1010 10 1% 16
Quinto copo 1030 30 3% 21
Sexto copo 1000 0 0% 32
Total 5910 105

Fonte: Dados coletados pelo autor.
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// Controle da vazdo - Sketch 2

int pinbotao = 8; // definindo o numero do pino do boté&o
int pinrele = 6; // definindo o numero do pino do relé
int estadobotao; // definindo uma variavel auxiliar
float hO = 250.0; // definindo a variavel hO
float hl = 162.95; // definindo a varidvel hl
float h2 = 111.76; // definindo a variavel h2
float h3 = 86.56; // definindo a varidvel h3
float h4 = 74.86; // definindo a varidvel h4
float h5 = 67.59; // definindo a variavel hb5
float h6 = 62.13; // definindo a varidvel hé6
float h7 = 58.23; // definindo a variavel h7
float h8 = 55.38; // definindo a varidvel hS8
float h = hO; // definindo a varidvel h
float ti; // definindo a variavel ti
float tf = 0.0; // definindo a variavel tf
float dh = -25.98; // incremento de h correspondente a 1 litro
float dt; // incremento de tempo
void setup () { // uma tnica leitura
pinMode (pinbotao, INPUT_PULLUP); // definindo o pino do botdo como INPUT_PULLUP

// (entrada de sinal, "HIGH" com chave aberta e
// "LOW" com chave fechada)

pinMode (pinrele, OUTPUT);// definindo o pino do relé como OUTPUT (saida de sinal)
}
void loop () { // leituras ciclicas
estadobotao = digitalRead (pinbotao) ;

if (estadobotao == LOW) // condigdo légica que faz a leitura do boté&o
{h = h+dh;} // acrescenta o valor do incremento dh em h
ti = tf; // atualiza o valor de ti com o valor de tf
// Modelo spline cubico

if ( h <= h8)
{tf = 0.103*pow (h,3)-16.3*pow(h,2)+848+xh-14000;} // pow(a,b)=a’b
else{if ( h <= h7)
{tf = -0.0144xpow (h,3)+3.10xpow (h,2)-228+xh+5850; }
else{if ( h <= ho)
{tf = -0.0243%pow (h, 3)+4.85xpow (h,2)-329+h+7820; }
else{if ( h <= h5)
{tf = -0.0123%pow (h,3)+2.60xpow (h,2)-190+h+4930; }
else{if ( h <= h4)
{tf = 7.24xpow(10,-4) »pow (h,3)-0.0352xpow (h,2)-11.5xh+915;}
else{if ( h <= h3)
{tf = -0.00214xpow (h, 3)+0.609+pow (h,2)-59.7+h+2120; }
else{if ( h <= h2)
{tf = -6.03%pow(10,-4) *pow (h,3)+0.209xpow (h,2)-25.1xh+1120; }
else{if ( h <= hl)
{tf = -2.72*pow (10,-5) *pow (h, 3)+0.0156*pow (h,2)-3.51+h+315;}
else{if (h <= hO)

{tf = -8.79%pow (10, -6) *xpow (h, 3)+0.00659*pow (h,2)-2.04*xh+236; }
}
}
}
}
}
}
}
}

dt=tf-ti; // atribui o valor da variagdo de tempo na varidvel dt
digitalWrite (pinrele, HIGH); // ativa 5V no pino do relé
delay (dtx1000) ; // dt segundos com o pino do relé em 5V
digitalWrite (pinrele, LOW); // pino do relé com 0V

Figura 7.18: Cédigos da Sketch 2.
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Consideracoes finais

Ao trabalhar conceitos de Hidrodinamica, Eletronica, Computacdo e Matemadtica, este
projeto permite que ocorra a integracao interdisciplinar entre os cursos de graduacio na
area de Ciéncias Exatas. Além disso, com o uso de computadores, softwares € microcon-
troladores, este trabalho permite ao aluno familiarizar-se com processos tecnolégicos na
drea da computacao e robdtica.

Outro ponto importante a ser ressaltado, diz respeito aos melhoramentos aplicados
nos modelos. Partindo da Equacao de Torricelli, com viés totalmente tedrico, assumimos
a perda de carga no sistema e unificamos todas as constantes em um parametro a ser
determinado experimentalmente, parametro k do Modelo I. No entanto, assumindo que
este parametro seja dependente da altura 4 consideramos k = och, dando origem ao Modelo
II. Com o intuito de obter um coeficiente de determina¢ao muito proximo de 1, introduzi-
mos um modelo por interpolagdo pelo spline cibico, sendo este um modelo totalmente
determinado de forma experimental, Modelo III. A apresentacdo de varias possibilidades
proporciona para a tomada de decisdo uma andlise critica, bem como estimula a criagdo
de novos modelos. Uma sugestio para o leitor € explorar um novo modelo tedrico, agora
com dois graus de liberdade, que estenda tanto o Modelo I quanto o Modelo II. Isto €, ao
considerar a equacao diferencial

dh
E:—(ahntk)\/}_z,

para oo = 0 temos o Modelo I e para kK = 0 temos o Modelo II.

Por fim, além dos conceitos tedricos e interdisciplinares apresentados no projeto,
destacamos o trabalho da parte prética. Partindo de uma ideia inicial, a construcao de
uma maquina de refrigerante, desenvolvemos o projeto por completo: da teoria a pratica e
integrando o tedrico com o mundo natural (real). Desse modo, propiciamos ao aluno uma
melhor percep¢do da matematica, aparentemente, oculta nos equipamentos utilizados na
constru¢cdo de uma “simples” mdquina de refrigerante, um dispositivo presente cotidiano.
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Apresentacdo

Contetidos explorados: Programacio Linear, otimizagdo e método Simplex.

Objetivo: Abordar os conceitos de otimizacao a partir do problema de elabora¢do de uma
racdo para bovinos de leite, utilizar o suplemento Solver do Microsoft® Excel® como ferra-
menta para solu¢do de problemas de otimizacao através do método Simplex, possibilitar ao
estudante a compreensdo dos resultados da solucdo do modelo a partir do relatério emitido
pelo Solver.

Publico alvo: Alunos de graduacdo que cursam disciplinas relacionadas a Pesquisa Ope-
racional, Programagdo Linear e Modelagem Matemdtica. Além disso, considerando que
o aluno tenha conhecimento dos conceitos envolvidos, pode-se aborda-lo em cursos de
Tecnologias Aplicadas a Educagdo, bem como no Ensino Médio.

Tempo previsto de execucao: 8 horas-aula (exposicao de contetdo e atendimento) + 10
horas de dedicagdo extraclasse (implementar a solu¢do com o Solver do Excel, elaboracao
de relatdrio e apresentacao).

Aplicacdo explorada

Neste trabalho apresentamos uma proposta de ensino a partir de uma situagdo problema
relacionada a nutricdo animal com abordagem utilizando Programacdo Linear. A ideia
bdsica consiste em discutir um problema de elaboracao de ra¢do para gado leiteiro e buscar
por uma mistura de ingredientes com menor custo e boa eficiéncia nutricional dentro dos
parametros propostos.
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O problema de producdo de racdo serd descrito matematicamente como um problema de
Programacdo Linear, onde se busca a minimizac¢do do custo de producdo através do método
Simplex. Para a solucdo do modelo utilizaremos o suplemento Solver do Microsoft®
Excel®. Com o Solver é possivel fazer uma anlise detalhada da solugdo através dos
relatdrios que sdo emitidos. Vale ressaltar que também € possivel utilizar o OpenOffice
Calc para solug¢do dos modelos apresentados.

Uma das caracteristicas da regido norte do estado Mato Grosso € o periodo de estiagem
que normalmente ocorre entre os meses de junho a outubro, nessa época do ano a producio
de leite se reduz drasticamente, o que leva os produtores a criarem mecanismos que
lhes permitam contornar tal situacdo. A forma mais comum e convencional consiste em
alimentar os animais durante esse periodo com racao concentrada. Uma questdao muito
importante nesse processo estd relacionada com o custo de produgdo para elaboracado de
determinada rac¢do. Portanto, o produtor precisaria determinar condi¢des sob as quais seja
possivel elaborar uma racdo com menor custo e maior eficiéncia nutricional possivel, de
forma que a producao de leite seja mantida.

Os alimentos mais comuns na producado de ragdo sdo milho, soja e arroz. Assim, é
preciso balancear a quantidade de cada alimento que ird compor a mistura de forma que
se tenha menor custo e maior efici€éncia nutricional e, consequentemente, um aumento
satisfatorio da producdo didria de leite. Nesse sentido, € possivel utilizar ferramentas
matemadticas que permitam fazer tal programacdo para se produzir uma ragdo que atenda a
necessidade do gado com menor custo possivel. Portanto, estamos diante de um problema
cldssico de Programacao Linear.

Com o uso do Método Simplex conseguimos estabelecer a melhor forma de se produzir
racdo para alimentagdo de vacas leiteiras de forma a garantir (dentre as possibilidades)
que o produtor obtenha uma racdo com valor nutritivo dentro do padrao estabelecido com
o menor custo possivel. Levando assim, resultados satisfatérios ao produtor que visa
diminuir gastos e manter a qualidade da nutricao de seu rebanho.

Justificativa do projeto

O projeto apresenta uma proposta de ensino a partir de uma situa¢ao problema relacionada
a otimiza¢do. A Modelagem Matematica abordada discute modelos matematicos que
abrangem vdrios conceitos como: conversao de medidas, plano cartesiano, segmentos de
retas no plano, regido delimita por segmentos de retas no plano, maximo/minimo de fung¢ao,
curvas de nivel. Esse tipo de abordagem relacionando problemas praticos com modelos
matemdticos pode permitir que o aluno tenha uma visdo mais ampla da matemadtica, dando
significado pratico aos conceitos abordados. Ou seja, busca-se apresentar uma proposta
em que o académico ndo veja uma equacao como um conjunto de simbolos puramente
abstratos, mas que o mesmo possa compreender uma equagdo como um conjunto de
varidveis e parametros que carregam um significado de uma situacao real.

O problema proposto traz uma variedade de possibilidades de aprendizado, visto que
para sua formulacdo € preciso um conhecimento prévio sobre os conceitos relacionados a
nutri¢do animal, composi¢do quimica de alimentos, técnicas de Modelagem Matematica e a
utilizacdo de recursos computacionais para resolucao do modelo proposto. Enfatizamos que
apesar das vdrias possibilidades a serem exploradas, nosso foco principal se concentrara
na Modelagem Matemdtica do problema.

A natureza do problema (producdo de ra¢do) indica a utiliza¢do da Programacao Linear
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como técnica de Modelagem Matematica, mais precisamente o Método Simplex. Por fim,
a discussdo da solu¢do do modelo permite compreender a relagdo entre os parametros de
forma a ajudar na tomada de decisao.

Fundamentacdo tedrica

A otimizacao tem se revelado como uma ferramenta muito util para andlise de problemas
relacionados a tomada de decisdo. Essa disciplina permite abordar determinado problema
que envolve valores para varidveis interligadas, cujo objetivo pode ser de maximizacao ou
minimizacdo, dependendo da formulag@o ou da natureza do problema.

O conceito de otimizacdo estd bem estabelecido como um principio subjacente a ana-
lise de muitos problemas complexos de decisdo ou alocagdo. Oferece um certo grau de
elegancia filos6fica que € dificil de contestar, e geralmente oferece um grau indispensa-
vel de simplicidade operacional. Utilizando essa filosofia de otimizacdo, aborda-se um
problema complexo de decisdo, envolvendo a selecdo de valores para varias varidveis
inter-relacionadas, concentrando a aten¢@o em um tnico objetivo projetado para quantificar
o desempenho e medir a qualidade da decisao (LUENBERGER; YE, 2016).

Problemas de otimizac@o podem ser formulados matematicamente com conceitos de
Cilculo Diferencial e Integral, Equagdes Diferenciais Ordindrias ou Parciais, Algebra
Linear ou Programacao Linear, dentre outros. A natureza do problema € que serd capaz de
indicar a melhor forma de formula¢ao do modelo. Assim, neste trabalho apresentamos um
problema cujo modelo serd explorado por meio da Programacdo Linear.

A Programacao Linear € uma das técnicas utilizadas em Pesquisa Operacional, cujo
método consiste na busca da melhor solugdo (solugao 6tima) de um problema. Em linhas
gerais, podemos dizer que a programagao linear tem como foco a otimizagdo (minimizag¢ao
ou maximiza¢do) de uma funcdo linear sujeita a um conjunto de restricdes, as quais podem
ser estabelecidas por igualdades e/ou desigualdades lineares. A busca pela solu¢do 6tima
se da por processos iterativos de matrizes relacionadas as varidveis do problema.

Segundo Bazaraa, Jarvis e Sherali (2010), a programacdo linear preocupa-se com a
otimizacao (minimizacdo ou maximiza¢do) de uma fung¢do linear enquanto satisfaz um
conjunto de restricoes de igualdade e/ou desigualdade linear. O problema de programacao
linear foi concebido por George B. Dantzig por volta de 1947, enquanto ele trabalhava
como consultor matemético do Controlador da Forca Aérea dos Estados Unidos no de-
senvolvimento de uma ferramenta de planejamento mecanizado para um programa de
implantacdo, treinamento e logistica com etapas de tempo determinado.

Em Programacao Linear, geralmente as varidveis estdo relacionadas a um problema,
cuja solu¢do do modelo permite tomar a melhor decisiao possivel. Um modelo de progra-
magao linear pode ser escrito como:

n
otimizar z = chxj, (8.1a)
j=1
n
sujeito a: Z ajjx; <bj, i=1,---m, (8.1b)
j=1
x;j>0,j=1,---,n (8.1c)
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Ou na forma matricial que € dada por:

otimizar z = cX, (8.2a)
sujeito a: Ax <b (8.2b)
x > 0. (8.2¢)

onde ¢ é um vetor linha de ordem 1 X n, x € um vetor coluna de ordem »n x 1, A € uma matriz
de ordem m X n e b € um vetor coluna m x 1. Note que (8.1a) pode representar um modelo
de maximizacdo ou minimizacao, dependendo da natureza do problema. A Desigualdade
(8.1b) representa as restricdes do modelo e a Desigualdade (8.1c) é denominada condicao
de positividade das varidveis do modelo. A varidvel z que aparece em (8.1a) e (8.2a) é
denominada fungdo objetivo.

Um dos métodos em Programacdo Linear é o chamado Mérodo Simplex que caminha
pelos vértices da regido viavel (regido delimitada pelas restri¢des do problema de Progra-
macdo Linear) até encontrar a solu¢do que ndo possua solugdes vizinhas melhores. Neste
caso, temos a solugdo 6tima. Essencialmente, a regido vidvel do problema € a que satisfaz
as restri¢cdes dadas na formulacdo matemdtica do modelo. Para maiores detalhes sobre
Programacao Linear indicamos (GOLDBARG; LUNA, 2005; LUENBERGER; YE, 2016;
NOCEDAL; WRIGHT, 2006; VANDERBEI, 2014).

Uma questao que surge naturalmente, diz respeito a garantia de que o valor maximo ou
minimo de um problema de programacio linear é determinado pelos vértices. O resultado a
seguir, denominado Teorema Fundamental da Programacao Linear, cuja demonstracao
pode ser encontrada em (BOLDRINI; COSTA; FIGUEIREDO; WETZLER, 1980, p. 369),
nos garante isso.

Teorema 8.1 Seja f(x1,x2, -+ ,X;) = a1x] + axxp + - - + ¢px, + b definida numa regido
poliedral convexa A do R". Suponha que f assuma um valor maximo (minimo) nessa
regido. Entdo, se A possui vértices, esse valor maximo (minimo) serd assumido num
vértice.

A titulo de ilustragdo, vejamos um exemplo!.

= Exempilo 8.1
maximizar . z = 3000x; + 5000x,
s.a
0,51 +0,2x <16 R,
0,25x14+0,3x, <11 R;
0,25x1 +0,5x <15 Rj3
x1 20, xp > 0. Ry

Solucdo: Vamos representar o modelo graficamente, veja a Figura 8.1.

'Veja o problema das ligas metalicas em (GOLDBARG; LUNA, 2005, p. 29).
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Figura 8.1: Representacdo grafica do problema: os pontos A, B,C, D e E representam as coordenadas dos
vértices que determinam a regido factivel. Ri, R, e R3 sdo os segmentos de retas determinados pelas restri¢des
do problema.

Pelo Teorema 8.1, a solucdo 6tima é dada em um dos vértices da regido sombreada
(regido factivel) na Figura 8.1. Assim, devemos procurar o vértice cujas coordenadas
implicam num maior valor da fun¢do objetivo. Substituindo os valores das coordenadas
dos vértices na fungdo objetivo z = 3000x; 4 5000x;, temos:

A =(0,0) =z=3000x0+5000x0=0

B =(32,0) = z=3000 x 32+ 5000 x 0 = 96000

C =(26,15) = z=3000 x 26+ 5000 x 15 = 153000
D = (20,20) = z = 3000 x 20+ 5000 x 20 = 160000
E =(0,30) = z=3000 x 0+ 5000 x 30 = 150000

Logo, o maximo ocorre no vértice D = (20,20) e o valor maximo da funcdo objetivo
sobre a regido factivel é z = 160000.

Podemos analisar a solu¢ao do problema dado no Exemplo 8.1 através das curvas de
nivel da funcdo objetivo que sdo dadas pela equacao 3000x; 4+ 5000x; = ¢, ¢ € R. O vetor
dos coeficientes de z, v = (3000,5000) é perpendicular as curvas de nivel e aponta para
diregdo de crescimento de z. Observe que o vetor v] = (3,5) tem o mesmo sentido e mesma
direcdo que o vetor dos coeficientes. Assim, podemos utilizar v| como representante do
vetor dos coeficientes V.
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Na Figura 8.2 esbocamos algumas curvas de nivel sobre a regido factivel. A curva de
nivel z; foi obtida a partir da equagao 3000x; +5000x; =0 =-x, = — %xl, as demais curvas
de nivel decorrem naturalmente da igualdade x; = —%xl +a,com o € Ry. Observe que
a curva de nivel z4 indica que a solugdo Gtima ocorre exatamente no vértice D = (20,20).

Figura 8.2: Curvas de nivel 71,27, 23 € z4 sobre a regido factivel do problema apresentado no Exemplo 8.1.

Na Secdo a seguir nos dedicamos a apresentacao do problema de elaboragdo de racao
para nutri¢do de gado bovino leiteiro.

Descricdo do problema

Durante o periodo de estiagem da chuva (periodo normalmente compreendido entre os
meses de junho e outubro?) um produtor de leite sente a necessidade de alimentar as
matrizes (vacas leiteiras) que se encontram produzindo leite com ragcdo concentrada.

Para produzir a ragdo, faremos a hipétese de que o produtor dispde de trés tipos de
alimentos: farelo de milho (quirera fina), farelo de soja e farelo de arroz. Denotemos tais
alimentos por A, A e A3, respectivamente. Pretende-se elaborar uma racio de forma que
se possa garantir a existéncia de 6 nutrientes essenciais para alimentacdo do rebanho, tais
nutrientes sdo: proteina, vitamina A, vitamina E, cdlcio, sédio e manganés, denotados por
Ny, N>, N3, N4, N5 e Ng, respectivamente.

Para cada quilograma, o alimento A apresenta 83,6 gramas do nutriente N, 0,00004
gramas do nutriente N,, 0,0042 gramas do nutriente N3, 0,42 gramas do nutriente Ny, 0,07
gramas do nutriente N5 e 0,0014 gramas do nutriente Ng (UNIFESP, 2014) 3,

2Caracteristica tipica da regido norte do estado de Mato Grosso.
3 Ao acessar o link indicado nas referéncias para obter as informagdes de cada alimento, clique em inicie
sua busca aqui e digite o nome do alimento que busca obter os dados.
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Para cada quilograma, o alimento A; apresenta 378 gramas do nutriente Ny, 0,00006
gramas do nutriente N,, 0 gramas do nutriente N3, 2,06 gramas do nutriente Ny, 0,13
gramas do nutriente N5 e 0,023 gramas do nutriente Ng (UNIFESP, 2014).

Para cada quilograma, o alimento A3 apresenta 133,5 gramas do nutriente Ny, 0 gramas
do nutriente N>, 0,0492 gramas do nutriente N3, 0,57 gramas do nutriente Ny, 0,05 gramas
do nutriente N5 e 0,1421 gramas do nutriente Ng (UNIFESP, 2014).

O produtor tem dois fornecedores que representaremos por f1 e f». O fornecedor f;
negocia os alimentos A}, A, e Az pelos precos R$0,80/kg, R$2,20/kg e R$0,76/kg, res-
pectivamente. O fornecedor f, negocia os alimentos A, A; e A3 pelos precos R$0,90/kg,
R$2,10/kg e R$0,80/kg, respectivamente.

A ragdo didria deve conter pelo menos 1300 gramas do nutriente Ni, pelo menos
0,00024 gramas do nutriente N,, pelo menos 0,1 gramas do nutriente N3, pelo menos
6 gramas do nutriente N4, pelo menos 0,4 gramas do nutriente N5 e pelo menos 0,03
gramas do nutriente Ng. Para um estudo mais detalhado sobre alimentacdo de gado leiteiro
indicamos (GONCALVES; BORGES; FERREIRA, 2009).

Sintetizamos as informacdes referentes a quantidade de nutrientes por cada tipo de
alimento no Quadro 8.1:

Quadro 8.1.: Dados do problema

Alimentos (1 kg)
Nutrientes (em gramas) |A; (1 kg) |A; (1 kg) [Az (1 kg) | Qtde. Minima (gramas)

N1 83,6 378 133,5 1300
N2 0,00004 | 0,00006 0 0,00024
N3 0,0042 0 0,0492 0,1
N4 0,42 2,06 0,57 6
N5 0,07 0,13 0,05 0,4
N6 0,0014 0,023 0,1421 0,03

Custo f1 (R$/kg) 0,8 2,2 0,76

Custo f, (R$/kg) 0,9 2,1 0,8

Fonte: Elaborado pelo autor.

Formulacdo do modelo matematico para o problema de elaboracdo de ragdo

Deseja-se produzir uma racdo com o menor custo e melhor eficiéncia nutricional possivel.
Conforme (PERIN, 2001), a formulacdo matemaética do problema é dada como segue.

Sejam x;; a quantidade (em kg) do alimento A;, a ser comprada com o fornecedor j e
cij seu custo por quilo.

Sabemos que em cada quilograma dos alimentos A1, A, e A3 existem 83,6 gramas, 378
gramas e 133,5 gramas do nutriente N, respectivamente. Assim, em x11kg, do alimento Ay,
x21kg do alimento A, e x31kg do alimento Az existem 83,6x11, 378x1 e 133,5x3; gramas
do nutriente Ny, respectivamente. Dessa forma, considerando os trés tipos de alimentos
(fornecidos pelos fornecedores f1 e f») em quantidades xij, X271, X31, X12, X22 € X32 a
quantidade total do nutriente Ny (em gramas) €é dada por:

83,6x11 +378x21 + 133,5x31 + 83,6x12 + 378x22 + 133,5x35.
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Por outro lado, a quantidade minima exigida do nutriente Ny é de 1300 gramas, portanto,
83,6x11 +378xp1 4+ 133,5x31 + 83,6x12 + 378x27 + 133, 5x3, > 1300

Analogamente, a quantidade total dos nutrientes N, N3, N4, N5, Ng deve satisfazer as se-
guintes restri¢des;

0,00004x11 4+ 0,00006x>; + 0x31 + 0,00004x, + 0,00006x7, 4+ 0x3>, > 0,00024

0,0042x11 + 0xp1 +0,0492x31 4+ 0,0042x15 + Oxpr + 0,0492x3, > 0,1
0,42x11 +2,06x21 +0,57x31 +0,42x15 +2,06x20 +0,57x35 > 6
0,07x11 +0,13x21 +0,05x31 +0,07x12 4+ 0, 13x22 + 0,05x3, > 0,4
0,0014x11 +0,023x2; +0,1421x3; + 0,0014x152 4+ 0,023x27 4 0, 1421x35 > 0,03

respectivamente.
Assim, o problema de otimizagdo consiste em:

Min: z=0,8x11+2,2x21 +0,76x31 +0,9x12 + 2, 1xp5 + 0, 8x37

s.a
83,6(x114+x12)+378(x21 +x22)+133,5(x31 +x32) > 1300 R
4x107 (x114+x12) +6x107> (x21 +x22) > 24x107° R»
4251074 (11 +x12)+0,0492 (x31 +x32) >0, 1 R3 $3)
0,42(x114+x12)+2,06(x21 +x22) 40,57 (x31+x32) > 6 R4
0,07 (x11+x12)+0, 13(x21 +x22)+0,05(x31+x32) > 0,4 Rs
0,0014(x11+x12)40,023(x21 +x22)+0, 1421 (x31+x32) >0,03 Rg
x;>0,i=1,2,3, j=1,2 R7.

Onde:

R, é arestri¢do sobre a quantidade minima do nutriente Nj.
R> € a restri¢ao sobre a quantidade minima do nutriente N;.
Rj3 € a restri¢do sobre a quantidade minima do nutriente N3.
R4 € arestri¢do sobre a quantidade minima do nutriente Ny.
Rs é arestricdo sobre a quantidade minima do nutriente Ns.
Rg € a restri¢do sobre a quantidade minima do nutriente Ng.
R7 € arestricdo de ndo-negatividade das varidveis.
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Metodologia

Ferramenta do software Microsoft® Excel®

Para resolugdo do problema de otimizacao utilizaremos o Método Simplex com o suple-
mento Solver do Excel. Considerando que o modelo apresenta 6 varidveis e 7 restricdes o
uso de recurso computacional torna-se indispensavel.

O Solver é um suplemento do Excel para resolucao de problemas de otimizacdo. Neste
suplemento ha trés opg¢des: o LP Simplex, para resolver problemas suaves lineares; o GRG
Nao Linear, para problemas suaves nao lineares e o Evolutionary, para problemas nao
suaves.

O Solver do Excel

Para acessar o suplemento Solver, devemos abrir uma planilha do Excel e clicar em Dados.
O Solver deveré aparecer no canto superior direito da tela (veja Figura 8.3). Se o Solver
ndo aparecer, podemos ativa-lo clicando em Arquivo, Op¢oes, Suplementos, Gerenciar,
Suplementos do Excel, ir. Feito isso, abrird uma caixa Suplementos Disponiveis, selecione
Solver e clique em OK. Se o Solver ndo aparecer na caixa Suplementos Disponiveis,
utilizando a op¢do Procurar é possivel localizar e ativar o suplemento no Excel*. Uma vez
ativado o Solver, podemos prosseguir com a resolu¢ao do problema.

Materiais utilizados

Para o desenvolvimento deste projeto, é necessario um computador com o software Micro-
soft Excel instalado e com o suplemento Solver ativado. Além das referéncias citadas ao
final do projeto.

A seguir, apresentamos a solugdo do problema descrito no modelo (8.3) com o uso do
recurso computacional Solver do Excel.

Desenvolvimento do projeto

Nesta Secdo apresentamos a solucdo do modelo (8.3) destacando os detalhes para utilizacdo
do recurso computacional Solver do Excel.

Resolvendo o modelo (8.3) com o Solver

Inserimos os dados do modelo (8.3) numa planilha do Excel da seguinte forma:

Primeiro identificamos as varidveis do modelo e adicionamos na planilha, na célula
A1l nomeamos a fun¢do objetivo, na célula A2 a varidvel z. A célula A3 recebe o nome
Varidveis ndo-negativas, nas células B3, B4, B5, B6, B7 e B8 registramos as varidveis
X11, X21, X31, X12, X22 € X32, respectivamente. Na célula A10 nomeamos as Restri¢cdes, nas
células B10, B11, B12, B13, B14 e B15 registramos R, Ry, R3, R4, R5 e Rg respectiva-
mente, coforme descrito no Quadro 8.2

“Maiores detalhes em https://support.office.com/pt-br/article/carregar-o-suplemento-solver-no-excel-
612926fc-d53b-46b4-872c-e24772f078ca (acessado em 10-06-2020).



168 Capitulo 8. Otimizando a Rac¢do Bovina

Quadro 8.2.: Adicionando as varidveis do modelo na planilha.

A B |[C|D

1 Funcao Objetivo z
2

3 | Varidveis ndo-negativas | xi|
4 X2
5 X3
6 X12
7 X22
8 X32
9

10 Restri¢oes Ry
11 Ry
12 R3
13 R4
14 Rs
15 Re

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na célula C1 digitamos 0,8*C3+2,2*C4+0,76*C5+0,9*C6+2,1*C7+0,8*C8 (expressao
da funcdo objetivo), observe que aparecerd o resultado 0, pois os valores das varidveis
X11, X21, X31, X12, X22 € Xx32, representados pelas células C3, C4, C5, C6, C7, e C8,
respectivamente, ainda ndo foram calculados.

Na cédula C10 digitamos 83,6« C3 4378 x«C4 + 133,5xC5+ 83,6 «C6+ 378« C7 +
133,5 % C8 (lado esquerdo da inequacao da restricdo R1). Analogamente, nas células C11,
C12, C13, C14 e C15 digitamos o lado esquerdo das restricdes R>, R3, R4, R5 e Rg,
respectivamente. Observe que nas células C10, C11, C12, C13, C14 e C15 aparecera
novamente o resultado 0.

Nas células D10, D11, D12, D13, D14 e D15, digitamos os valores do lado direito das
inequagdes das restricdes Ry, Ry, R3, R4, R5 e Rg, respectivamente.

As informagdes descritas nos pardgrafos anteriores encontram-se ilustradas no Quadro
8.3.
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Quadro 8.3.: Pseudo-Cédigo Solver

A B |C D
1 Funcao Objetivo z |0
2
3 | Varidveis ndo-negativas | xi|
4 X1
5 X31
6 X12
7 X22
8 X32
9
10 Restri¢oes R |0 1300
11 R, | 0 | 0,00024
12 Ry | O 0,1
13 Ry | O 6
14 Rs | O 0,4
15 R¢ | O 0,03

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma vez langadas as informacdes do modelo numa planilha do Excel, podemos
proceder com a resolucdo do problema da seguinte forma:

Com o cursor sobre a célula C1, clicamos em Dados e selecionamos o Solver, conforme
ilustrado na Figura 8.3.

H - & = Pastal - Exced adar joca taiveira di fonsaca Wi m = = x

feguiva  Piginelnicisl  Inseir  LeyoutdsPégine  Formules P Fesdo  Exbir Suplementos.  Ajuds ) Dige-me o que voos desejs fazer 3 Compartibar
= [CMostrr Consutas ™, £l Conmcdes 4 , > B A G Agrapar = dize de Dadas
Olbtes Disdos .ul;,' r_un’ i mu:\jl-:ar _‘ Classificar 1 !eﬂr:?ara & 11:»3- FMETT".\ de E: RS <=
Btemes = Consuta - & Feates Racentes Tuta® Tohwangads | counas 56 - Hpoieses = Previsdo | L Suistatal
DObter = Transtomar Conexdes Classificar & Filtrar Femraments: de Dados Prevado Estrutura de Toprkos. 1% Andise
1 - | S08TCI42 5080, TEUCSH0ITCE42 1TCTH0,BCH V
A B C D E F G | H 1 J | K L i

1 Fungdo Objetivo z 0 ]

2 4

3 | Variaveis Ndo Negativas x11

4 x21

5 x31

b | %12

7 x22

8 %32

9

10 Restrigtes R1 0 1300

1 R2 0 0,00024

12 R3 o] 0,1

13 R4 o &

14 R5 0 04

15 RE 0 0,02 |
= | Planimar | @& =
Frarta - B @ O - 1 T 1am

Figura 8.3: Utilizando o Solver do Excel.

Ao selecionar o Solver abrird uma caixa pardmetros do Solver, selecione min visto
que temos um problema de minimizacao, em definir objetivo, selecione a célula C1 (use o
comando $C$1 para travar a célula) em Alterando Células Varidveis selecione as células
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de C3 a C8 (com o comando $C$3:$C$8) onde serdo armazenados os valores da solugio
do modelo (veja Figura 8.4).

Definir Objetivo: 5C%] 4
Para: () Max. () valor de: o
Alterando Células Variaveis:

3> scsascss +

Sujeito as Restricdes:

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudao

Carregar/salvar

Tornar Variaveis rrestritas Ndo Negativas

Selecionar um GRG Mao Linear e Opcoes
Métoda de i
Solucdo:

Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG Mao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares.
Selecione o mecanismao LP Simplex para Problemas do Solver lineares; Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Figura 8.4: Definindo as varidveis do modelo no Solver do Excel. A célula objetivo é C1 que representa o
custo total, as varidveis estdo nas células C3, C4, C5, C6, C7 e C8 e as restri¢des em C10, C11, C12, C13,
C14 e C15 conforme Figura 8.3.

Para adicionar as restricdes, no campo Sujeito as Restrigoes clique em Adicionar, abrird
uma outra janela denominada Adicionar Restri¢do, em Referéncia da Célula selecione as
células de C10 a C15, em Restrigdo selecione as células de D10 a D15, escolha o tipo de
desigualdade conforme as restrigdes do modelo (veja Figura 8.5) e clique em ok.

Adicionar Restrigdo x

Referéncia de Célula: G Restricdo:
SC510:5C515 =5D510:5D515]

I

I
W
1
<

oK Adicionar Cancelar

Figura 8.5: Definindo as restricdes do modelo no Solver do Excel.
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Feito isso, selecione o método LP Simplex e a caixa tornar varidveis irrestritas ndao
negativas e, finalmente clique em Resolver (veja Figura 8.6).

Parametros do Solver X
Definir Objetivo: $Cs81 +
Para: () Mg, (® Min. () valor de: 0

Alterando Células Variaveis:

5C53:5C58

¥

Sujeito as Restriches:

SCS1M:5CE15 = = SDS10:5D515

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis |rrestritas Nao Megativas:

Selecionar um LP Simplex i Opcdes
Método de -

Solugdo: ﬁ
Método de Solucdo

Selecione o mecanismo GRG Nao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares, Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,

Figura 8.6: Finalizando a solu¢do do modelo com o Solver do Excel.

Em seguida aparecerd uma caixa Resultados do Solver com uma mensagem dizendo se
o Solver encontrou ou ndo uma solugdo viavel. Nessa caixa é possivel emitir os relatérios
“Resposta, Sensibilidade e Limites”, selecionamos os relatérios que pretendermos emitir
e clicamos em ok (veja Figura 8.7). O relatorio de Resultados apresenta os resultados
gerais da solugdo do modelo, o relatério de Sensibilidade apresenta informacdes mais
gerais sobre a natureza do modelo e o relatério de Limites apresenta os limites inferiores e
superiores das varidveis e possiveis resultados da funcao objetivo.
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Resultados do Solver >

0O Solver encontrou uma sclucdo. Todas as Restricies
e condicfes de adequacio foram satisfeitas.

Resposta
(#}iManter Solucdo do Solvert Sensibilidade

Limites

O Restaurar Valores Originais

O Retornar & Caixa de Didlogo Pardmetros do

Solver [] relatérios de Estrutura de Tépicos

OK Cancelar Salvar Cenario._..

Manter Solugdo do Solver

Clique para aceitar a solugdo e colocar os valores resultantes nas células ajustaveis.

Figura 8.7: Emitindo relatérios da solugdo com o Solver do Excel.

Ap6s a resolugdo os dados do Quadro 8.1 foram atualizados com a solu¢do do modelo.
Os resultados indicam que o produtor devera comprar 2,688271 kg de quirera de milho do
fornecedor 1 (f1), 2,207819 kg de farelo de soja do fornecedor 2 (f>) e 1,803034 kg de
farelo de arroz do fornecedor 1 (f), e que a ragc@o para alimentar uma vaca terd um custo
didrio de produgdo de R$ 8,157342 (confira no Quadro 8.4).

Quadro 8.4.: Solucdo do modelo (8.3) com o Solver

A B C D
1 Funcido Objetivo z | 8,157342
2
3 | Varidveis ndo-negativas | x1; | 2,688271
4 X21 0
5 x31 | 1,803034
6 X12 0
7 x| 2,207819
8 X32 0
9
10 Restrigdes Ry 1300 1300
11 R, | 0,00024 | 0,00024
12 R3 0,1 0,1
13 R4 | 6,70491 6
14 Rs | 0,565347 0,4
15 Re¢ | 0,310754 0,03

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguir, discutimos os resultados obtidos a partir do relatério de Sensibilidade.
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Interpretando o relatério de Sensibilidade emitido pelo Solver (Quadro
8.5).

A andlise de sensibilidade consiste em uma técnica que permite avaliar os impactos
causados em um modelo quando as condi¢des de modelagem sdo alteradas. Isto €, uma
vez encontrada uma solugdo ideal para um determinado problema de programacio linear, a
andlise de sensibilidade permite avaliar o quanto podemos alterar os dados e fazer com que
a parti¢ao atual em varidveis bdsicas e ndo basicas permaneca ideal. Assim, a andlise de
sensibilidade permite analisar o efeito de relaxar algumas das restricdes do valor objetivo
ideal, sem precisar resolver o problema novamente. Além disso, a principal utilidade
de um modelo ndo € simplesmente determinar uma solugdo ideal para um determinado
problema ou situag¢do, mas fornecer uma facilidade para obter insights quantitativos sobre
o sistema modelado (GOLDBARG; LUNA, 2005; VANDERBEI, 2014; BAZARAA;
JARVIS; SHERALLI, 2010).

O Quadro 8.5 apresenta as informagoes referentes as varidveis de decisdo, bem como
as restricdes do modelo.

Quadro 8.5.: Relatério de Sensibilidade da solucdo do modelo (8.3).

Varidveis
Final Reduzido |Objetivo Permitido  [Permitido
Nome [Valor Custo Coeficiente |Aumentar [Reduzir
X11 2,688272 | 0 0,8 0,1 0,3339
X21 0 0,1 2,2 1E+30 0,1
X31 1,803034 | 0 0,76 0,04 0,2843
xi2 |0 0,1 0,9 1E+30 0,1
x| 2,207819 | 0 2,1 0,1 0,9973
x3 |0 0,04 0,8 1E+30 0,04
Restricdes
Final Sombra Restricao Permitido  [Permitido
Valor Preco Lateral R.H. |[Aumentar |Reduzir
R 1300 0,003697 | 1300 483,3414 | 126,4882
Ry 0,00024 11702,9 | 0,00024 0,00032 | 7E-05
R3 0,1 5,4130 0,1 0,1993 0,0947
R4 6,7049 0 6 0,7049 1E+30
Rs 0,5634 0 0,4 0,1653 1E+30
R¢ 0,3107 0 0,03 0,2807 1E+30

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com relacdo as varidveis, na coluna Final Valor encontramos a quantidade que devera
ser comprada de cada um dos alimentos, na coluna Reduzido Custo consta o valor que
cada varidvel deveria custar a menos para que fosse diferente de zero. Por exemplo, se as
variaveis xp1,x12 € x3, custassem R$ 0,11, R$ 0,11 e R$ 0,05 a menos, respectivamente,
o produtor poderia comprar o alimento A, do fornecedor 1 (f1) e o alimento A; e Az do
fornecedor 2 (f;). Na coluna Objetivo Coeficiente aparecem os custos dos respectivos
alimentos. Nas colunas Permitido Aumentar ¢ Permitido Reduzir encontramos o quanto
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poderiamos pagar a mais € a menos, respectivamente, por cada alimento sem alterar a
solugio do modelo”.

Uma andlise andloga pode ser feita para as restri¢des, a coluna Final Valor mostra a
quantidade de cada nutriente presente na racdo, a coluna Sombra Preco indica o quanto o
valor da fungdo objetivo amentard/diminuird se aumentarmos/diminuirmos a quantidade
minima de determinado nutriente em sua respectiva restri¢ao (lado direito da desigualdade).
Por exemplo, se aumentarmos 1 unidade do nutriente proteina (N;) no lado direito da res-
tricdo R; o valor de z teria um acréscimo de R$ 0,003697, ou seja, teriamos z = 8,16104, a
coluna Restricao Lateral R.H mostra exatamente o lado direito das desigualdades das res-
tricdes relacionadas a quantidade minima de nutrientes, as colunas Permitido Aumentar
e Permitido Reduzir mostram o quanto podemos aumentar e diminuir, respectivamente,
na quantidade minima de cada nutriente (lado direito da desigualdade) sem que a utiliza¢ao
dos outros nutrientes seja afetada. Por exemplo, se exigirmos que o nutriente N (proteina)
seja no maximo 1173,5 (observe que 1173,5<1300-126,4882=1173,5118), ou seja, se
Ry < 1173,5 temos que pelo menos uma das demais restrigdes nao serd satisfeita, mais
precisamente, a restricdo R3 ndo serd satisfeita.

Consideracoes finais

Nesta proposta apresentamos uma abordagem de ensino a partir de um problema que
engloba vérios conceitos como nutricdo animal, composi¢do quimica de alimentos e Mo-
delagem Matemadtica. Embora todos esses conceitos possam ser abordados, concentramos
nossa aten¢cao na Modelagem Matematica e, como técnica de modelagem utilizamos a
programagdo linear, mais precisamente o método Simplex.

O problema proposto mostrou-se muito interessante do ponto de vista didatico, pois
permitiu relacionar determinado conhecimento matemdatico com um problema prético,
destacando como a modelagem matemadtica pode ser utilizada como ferramenta para a
tomada de decisao.

Sob vérios aspectos, a proposta apresentada evidencia a necessidade e a importancia de
se implementar recursos computacionais em ambientes de ensino, pois o uso desses, pode
contribuir de forma significativa com o processo de ensino e aprendizagem, em especial na
area de matemdtica. Destacamos ainda, que a proposta apresentada pode proporcionar ao
estudante, familiaridade com a linguagem computacional.

Referéncias utilizadas

BAZARAA, M. S.; JARVIS, J. J.; SHERALI, H. D. Linear Programming and Network
Flows. 4. ed. New Jersey, EUA: Wiley, 2010.

BOLDRINI, J. L. et al. Algebra Linear. 3. ed. Sdo Paulo: Harbra, 1980.

GOLDBARG, M. C.; LUNA, H. P. L. Otimizacao combinatdria e programacao linear:
modelos e algoritmos. 2. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2005.

>Chamamos a atengio ao fato de que deve ser aumentado/diminuido os valores de todas as varidveis.



175

GONCALVES, L. C.; BORGES, I.; FERREIRA, P. D. S. Alimentacao de gado de leite.
Belo Horizonte-MG: FEPMVZ, 20009.

LUENBERGER, D. G.; YE, Y. Linear and Nonlinear Programming. 4. ed. Switzerland:
Springer, 2016. v. 228. (International Series in Operations Research and Management
Science).

NOCEDAL, J.; WRIGHT, S. J. Numerical Optimization. 2. ed. New York, USA: Sprin-
ger, 2006. (Springer Series in Operation Research and Financial Engineering).

PERIN, C. Introducio a programacao linear. Campinas-SP: Instituto de Matematica,
Estatistica e Computagdo Cientifica — IMECC, 2001. v. 2. (Colecao IMECC — Textos
Didaticos).

UNIFESP. Tabela de Composi¢cao Quimica dos Alimentos. Sao Paulo: Departamento
de Informdtica em Saude, Escola Paulista de Medicina/Unifesp, 2014. Disponivel em:
http://www.unifesp.br/dis/servicos/nutri/. Acesso em: 27 de maio de 2020.

VANDERBEI, R. Linear programming: Foundations and extensions. 4. ed. New
York, USA: Springer, 2014. v. 196. (International Series in Operations Research and
Management Science).


http://www.unifesp.br/dis/servicos/nutri/

PROJETOS E
MODELAGEM
MATEMATICA NO
ENSINO SUPERIOR




PROJETOS E MODELAGEM
MATEMATICA NO ENSINO
SUPERIOR




	0755638b325cd4287637e899ce3942dfe4ba418e78a7bbf75eb3e0310a470042.pdf
	80f6ae4f9852b60b6c6f9e174e98a90099c4f5ed8d9984b98206ebd8aa1ab84e.pdf
	Introdução
	1 Curvas de Aprendizagem
	1.1 Aplicação explorada
	1.1.1 Justificativa do projeto
	1.1.2 Fundamentação teórica

	1.2 Metodologia
	1.2.1 Coleta de dados
	1.2.2 Ajuste de curvas

	1.3 Materiais utilizados
	1.4 Desenvolvimento do projeto
	1.5 Considerações finais
	1.6 Anexos 
	1.6.1 Dados coletados
	1.6.2 Questionário respondido por cada voluntário

	Referências utilizadas

	2 Fogão Solar
	2.1 Aplicação explorada
	2.1.1 Justificativa do projeto
	2.1.2 Fundamentação teórica

	2.2 Metodologia
	2.2.1 Elaboração de fogão/forno Solar
	2.2.2 A experimentação de aquecimento no fogão/forno solar concentrador

	2.3 Materiais utilizados
	2.3.1 Materiais para construção do fogão solar
	2.3.2 Softwares utilizados
	2.3.3 Material para coleta de dados

	2.4 Desenvolvimento do projeto
	2.4.1 Modelagem e construção do fogão solar em formato paraboloide
	2.4.2 Resultados da experimentação

	2.5 Considerações finais
	Referências utilizadas

	3 A Matemática do CPF
	3.1 Aplicação explorada
	3.1.1 Justificativa do projeto
	3.1.2 Fundamentação teórica

	3.2 Metodologia
	3.2.1 VisuAlg

	3.3 Materiais utilizados
	3.4 Desenvolvimento do projeto
	3.5 Considerações finais
	Referências utilizadas

	4 Tangram
	4.1 Aplicação explorada
	4.1.1 Justificativa do projeto
	4.1.2 Fundamentação teórica

	4.2 Metodologia
	4.2.1 O uso do Tangram na representação de transformações no papel milimetrado 
	4.2.2 O uso do GeoGebra na representação de transformações no plano

	4.3 Materiais utilizados
	4.4 Desenvolvimento do projeto
	4.4.1 Utilizando o Tangram e o papel milimetrado na representação das transformações no plano
	4.4.2 Utilizando o GeoGebra na representação das transformações no plano

	4.5 Considerações finais
	Referências utilizadas

	5 Soluções de EDO’s por Séries 
	5.1 Aplicação explorada
	5.1.1 Justificativa do projeto
	5.1.2 Fundamentação teórica

	5.2 Metodologia
	5.2.1 Ferramentas do software GeoGebra

	5.3 Materiais utilizados
	5.4 Desenvolvimento do projeto
	5.4.1 Obtendo solução em série de potências de uma equação diferencial ordinária de segunda ordem que não possui solução na forma de função elementar.

	5.5 Considerações finais
	Referências utilizadas

	6 Matrizes e Imagens
	6.1 Aplicação explorada
	6.1.1 Justificativa do projeto
	6.1.2 Fundamentação teórica

	6.2 Metodologia
	6.2.1 Possibilidades de uso do projeto
	6.2.2 Ferramentas computacionais

	6.3 Materiais utilizados
	6.4 Considerações finais 
	Referências utilizadas

	7 Máquina de Refrigerante
	7.1 Aplicação explorada
	7.1.1 Justificativa do projeto
	7.1.2  Fundamentação teórica

	7.2 Metodologia
	7.2.1 Montagem do circuito elétrico
	7.2.2 Coleta de dados

	7.3 Materiais utilizados
	7.4 Desenvolvimento do projeto 
	7.4.1 Programação da coleta de dados - Sketch 1
	7.4.2 Obtenção dos dados
	7.4.3 Ajuste de Modelos
	7.4.4  Controle da vazão - Sketch 2

	7.5 Considerações finais 
	Referências utilizadas

	8 Otimizando a Ração Bovina
	8.1 Aplicação explorada
	8.1.1 Justificativa do projeto
	8.1.2 Fundamentação teórica
	8.1.3 Descrição do problema

	8.2 Metodologia
	8.2.1 Ferramenta do software Microsoft® Excel®

	8.3 Materiais utilizados
	8.4 Desenvolvimento do projeto
	8.5 Considerações finais
	Referências utilizadas


	2fd3e5abd238adb13427a540318c734a1326bf45cadb09aff66b71ab2257be30.pdf

